Théoreme de Springer

1 Enoncé

Soit K un corps et L une extension de degré m impair sur K.

Soit ¢ une forme quadratique sur K™ et on note aussi ¢ son prolongement naturel sur L".

Si ¢ posseéde un vecteur isotrope (un vecteur x non nul tel que ¢(z) = 0) dans L", alors ¢ posséde un vecteur
isotrope dans K".

2 Démonstration

On procede par récurrence sur m. La propriété de récurrence correspond a 1’énoncé. Pour m = 1 le résultat est
clair. On fixe donc m > 1 impair, et on suppose la propriété vraie jusqu’au rang m — 2.
Soient L une extension de K, ¢ une forme quadratique sur K" et v € L™ un vecteur isotrope.

Premiére remarque : on a une tour d’extension : L = KJag, . .., o] dont chaque étage est de degré impair (par
multiplicativité des degrés). Si k > 1 il suffit de considérer un étage intermédiaire (on aura donc des extensions
de degrés < m) et d’appliquer deux fois ’hypothese de récurrence pour conclure.

Le seul cas non trivial est donc celui d’une extension monogene.

On supposera donc L = Kla]. ‘

On considére p € K[X] le polynéme minimal de a. Etudions v = (vy,...,v,) € L™ un vecteur isotrope dont a
supposé 'existence.
v; € Kla] =K+ aK + -+ a™ K. Donc v; = g;(a) avec g; € K,,—1[X].

On a ainsi

9(91(@), g2(a), .., gn(@)) = 0 € Kla] = K[X]/(1).

Etre nul dans I’ensemble quotient signifie que le reste de la division euclidienne du polynéme (g1, ..., gn) par
w1 est nul, donc :

’q(gl,...,gn):,uhoflhEK[X]‘.

On va montrer qu’on peut supposer les g; premiers entre eux. Supposons qu’ils ne le soient pas et
notons § leur PGCD non trivial.
52q(g1/d, ..., gn/8) = ph puisque ¢ est un polynéme homogene de degré 2.
u ne divise pas § pour raison de degré (car deg(§)< m). 62|uh donc par le théoreme de Gauss (car u est irréd,
donc p et & sont premiers entre eux), 02|k, d’ott ¢(g1/9,. .., gn/d) = ph avec h € K[X] et deg(h) < deg(h) < m.
Et les g;/d sont premiers entre eux. En conclusion dans I’encadré ci-dessus, on peut supposer les g; premiers
entre eux.

On veut désormais raisonner sur le degré de h, donc on évacue tout d’abord le cas h = 0.

Si h est nul : Soit + € K. Alors il existe ¢ tel que g;(z) # 0, car sinon X — z|g; pour tout j, et les
polynoémes ne seraient pas premiers entre eux. Le vecteur (g1(z),...,gn(z)) € K" est non nul et vérifie bien

a(g1(2), ..., gn(x)) = 0.

On suppose donc h # 0.
On voit facilement avec 'égalité q(g1,...,9n) = ph que deg(h) est impair et inférieur strict & m. En effet
g est un polynéme homogene de degré 2, donc q(g1,...,9n) est de degré pair; de plus deg(g;) < m donc

deg(q(g1,---,9n)) < 2m.

Imparité de deg(h) : K[X] est factoriel, donc h admet une décomposition en produit de facteurs irréductibles.
Parmi eux, il y a un forcément un polynéme de degré impair (si m était pair, on n’aurait pas semblable argument,
puisque h pourrait étre constant!). Notons-le hg.

Soit Lo = K[X]/(ho) = K[3]. (8 = X)

deg(ho) < deg(h) <m : [Lg : K] < [L : K] et comme  annule hyg :




[4@1(8).--.9n(8)) = 0]

Montrons maintenant que (g1(8),...,g»(8)) n’est pas nul : g;(8) = 0 Vi = ho|g; Vi (le polynéme minimal
divise les polynoémes annulateurs). Mais les g; sont premiers entre eux. Contradiction.

Le vecteur (g1(8),...,9n(8)) est donc un nouveau vecteur isotrope, dans une extension de degré strictement
inférieur & m et impaire (de degré deg(hy)).
On peut donc appliquer I’hypothése de récurrence. On obtient ainsi I’existence d’un vecteur isotrope dans K".

O

3 Remarques

1) On a parlé de prolongement naturel dans I’énoncé. En effet, un polynéme homogene de degré 2 sur K est
aussi un polynéome homogene de degré 2 sur L.

2) Si I'extension est de degré pair, le résultat n’est plus vrai : 2 + y? est anisotrope sur R mais pas sur C
en prenant le vecteur (1,17).

3) Sur un corps fini, en dimension > 3 et caractéristique # 2, toutes les formes quadratiques sont isotropes.
En effet en écrivant ¢(z) = Y./ ; a;2?, on a ¢(z) =0 < ar2] + axa3 = — Y., a;2?.
En posant 23 = 1 et 2; = 0 pour i > 3, on obtient a;2% + ar3 = —a3. Puis en comptant le nombre de carrés
sur les corps finis, on voit que cette équation admet une solution - qui n’est pas nulle, ¢a se voit! Le lecteur
attentif aura remarqué qu’on a utilisé le lemme qui permet de classifier les formes quadratiques sur un corps fini.

En dimension 1, s’il existe un vecteur isotrope non nul, la forme est nulle.

En dimension 2, on distingue selon les deux classes d’équivalence :

- q(z) = 2% + 2. Il immédiat que la forme est isotrope ssi —1 est un carré ssi ¢ = 1[4].

- ¢(z) = 2% + ay? avec a non carré. La forme est isotrope ssi —a est un carré.

Recasages : lecons 125, 141, 144, 151, 170.
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