Espaces hyperboliques

Dans toute la suite, ¢ désignera une forme quadratique non dégénérée sur un espace vectoriel £
de dimension n.

Définition 1. Soit P sous-espace vectoriel de dimension 2 de E. On dit que c¢’est un plan hyperbolique
pour q s’il existe x et y dans E tels que (x,y) soit une base de E et

q(z) = q(y) =0 et f(z,y) =1

Définition 2. On dit que E est un espace hyperbolique pour q sl existe Py, ..., P, des plans hyper-
boliques pour q orthogonaux deuzr o deux et tels que

E=pP1...1F

Théoréme 3. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On note Fy = Ker(qr) et U un sup-
plémentaire de Fy dans F. Soit (uq,...,u,) une base de Fy. Il existe alors vy,...,v, € E tels
que :

1. P, = Vect(u;,v;) est un plan hyperbolique pour qp, et (u;,v;) est une base hyperbolique de
P,

2. U Py,..., P. sont en somme directe dans E deuz a deuzr orthogonauz.

Ce théoréme permet de caractériser les espaces hyperboliques.

Corollaire 4. E est hyperbolique ssi il existe un sous-espace F totalement isotrope (F C F1) tel
que dim(E) = 2dim(F).

On démontre le théoréme précédent. Commencons par prouver le lemme suivant :

Lemme 5. Soit z,y € E non nuls tels que q(z) =0 et f(z,y) # 0. Alors P = Vect(z,y) est un plan
hyperbolique.

Démonstration. e Analyse. On cherche z de la forme az + by tel que (z, z) soit une base hyperbolique

de Vect(z,y). On a f(x,2) = 1 = aq(x) + bf(z,y). Donc b = ——~—~ # 0 car q(x) = 0. De plus

f(zy)
¢(2) = 0 = a*q(w) + 2abf(x,y) + bq(y). Donc a = 744,

* Synthese. On pose = = — 5315

f(z,z) = 1. Donc Vect(z,y) est un plan hyperbolique. O]

2x+f(; Y- (x, z) est bien une base de Vect(z,y) et on a g(z) = 0,

On peut maintenant montrer le théoréme :

Démonstration. On raisonne par récurrence sur dim(Fp) = r.

eSir=1,onalU C FetU# F.Donc F+* C Ut et F*+ # Ut (car dim(F) + dim(F*) = n
car ¢ est non dégénérée). Soit alors a € U+ — F4. Si f(a,u;) = 0, alors a € Fy- donc a € F+. Clest
impossible. Donc f(a,u;) # 0. On pose alors P = Vect(a,u;). Comme g(u1) = 0 (car u; € Ker(qr))
et f(a,uy) # 0, alors P est un plan hyperbolique d’aprés le lemme et il existe v; € E tel que (uq,vq)
soit une base hyperbolique de P. De plus PLU car a € U+ et u; € Ut car u; € Fy.
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e Sir >2 on pose U = Vect(us,...,u,)LU. On a Uy C F et Uy # F. Donc comme avant il
existe a € U —F+. Si f(a,u;) = 0, alors a € Vect(uy)* donc a € F+. Cest exclu. Donc f(a,u;) # 0.

On pose alors P, = Vect(a,uy). Py est un plan hyperbolique par le lemme car g(u;) = 0 et
f(a,uy) # 0. Donc il existe v; € E tel que (uq,v1) soit une base hyperbolique de P;.

On pose Fy = Uy LP;. On a F' C Fy. Donc Ker(qp) C Ker(qr) = Vect(uy, ..., u,). Orsii> 2,
alors u; € Ker(qp, ). En effet si x € Fy, x s’écrit & = u + Aa avec y € Vect(uy,...,u,)LU = F. Or
u; € Ker(qp) donc f(u;,z) = Mf(u;,a) =0 car a € Ui-. De plus f(u1,a) # 0 donc

Ker(qr,) = Vect(ua, ..., u,)

On applique 'hypothése de récurrence a Fi. On obtient P, ..., P, des plans hyperboliques tels
que (U_Lpl)LPQJ_ e J_PT
]
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Remarques : Le développement a certes un faible recasage mais il a 'avantage de faire travailler
la notion d’orthogonalité et d’isotropie générale.
Si c¢’est trop court, on peut toujours rajouter le résultat classique suivant :

Lemme 6. Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors dim(F) + dim(F*) = n.

Démonstration. On pose
v: E — B
1 est un isomorphisme car ¢ est non dégénérée. Soit (eq,...,e,) une base de F. On la complete
en base de E en (eq,...,e,). On pose (e],...,e:) la base duale. Montrons que :

V(F) = Vect(eh,y, ..., e)

rn

Siu € ¢(F*), alors u = f(z,.) pour un x € F. On pose u =Y . Nef. Alors u(e;) = 0sii < p.

* *
Donc u € Vect(ey,y,---,¢€},).
2 : * * Y A _ n * _
Réciproquement si u € Vect(ep,q,...,¢€;) , alors u s’écrit w = Y27 Aiej. On pose alors z =
S e Etonau= f(x,.)
i=p+1 it - y ).

]

Contexte : Ce théoréme permet de se ramener & un sous-espace non isotrope car on a plongeé
F' possiblement isotrope dans Py 1L ... L P.1U qui lui n’est pas isotrope. Rappelons que F' est dit
isotrope si F'(|F+ = 0. Cest équivalent a ce que Ker(qr) = 0.

Citons deux applications majeures :

Théoréme 7 (Witt). Si on a 0 : F' — F' une isométrie, alors il existe u € O(q) tel que up = 0.
Un deuxiéme résultat qu’on rapprochera de celui des isométries affines :

Théoréme 8 (Cartan). Soit u € O(q), alors u est produit d’au plus n réflexions.



