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Définition 1. (Arbre abstrait) Soit 7 une expression réguliere. L’arbre abstrait de r est
construit par induction sur la structure de r par I’induction suivante :

Sir = a : ’arbre est juste une feuille étiquetée par a.

Sir =ry0re: o ouT; estarbre abstrait de r;,7 € {1,2} et o € {|, 0}, ®
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désignant I’opérateur de concaténation.
Sir=rj: xouTj est’arbre abstrait de Tj.
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Sir = (rg), ’arbre abstrait de r est le méme que celui de 7.

Définition 2. Quand on écrit un un mot via une expression réguliére, on peut associer
a chaque lettre un noeud de 1’arbre, qu’on appelle position et qui correspond a la regle
qui a permis d’écrire cette lettre. On définit alors 4 fonctions sur ’arbre : Annulable,
PosSuivante, PremierePos et DernierePos. PosSuivante(i) correspond aux po-
sitions dans I’arbre qui peuvent suivre une position donnée i. PremierePos(n) ren-
voie les positions qui peuvent correspondre a la premiere lettre d’ une sous-chaine en-
gendrée par le sous-arbre enraciné en n, ot n est un noeud de I’arbre. DernierePos(n)
renvoie aux contraires les positions correspondant a la derniere lettre d’un mot engen-
dré par le sous-arbre enraciné en n. Enfin, Annulable(n) vaut vrai si et seulement si
le sous-arbre enraciné en n peut engendrer la chalne vide.

Proposition 3. (Calcul des fonctions) Pour calculer Annulable et PremierePos, on
a les formules d’induction suivantes :



Noeud n Annulable(n) PremierePos(n)
n est une feuille Vrai [}
étiquetée par €
n est une feuille Faux {i}
étiquetée par ¢
| Annulable(ci) V Annulable(cz) PremierePos(c1) U PremierePos(ca)
P
c1 C2
. Annulable(ci) N Annulable(cz) Si Annulable(c,) alors
P
1 C2
PremierePos(c1) U PremierePos(cz) sinon
PremierePos(cz)
* Vrai PremierePos(c1)
o

Les regles pour DernierePos sont les mémes que pour PremierePos, mais
en inversant les roles de c; et co. A partir de ces trois fonctions, on peut calculer
PosSuivante : Si n correspond a un noeud de concaténation entre c; et co, on a
Vi € DernierePos(c1), PremierePos(c2) C PosSuivante(i). Si n correspond a
un noeud étoile, Vi € DernierePos(n), PremierePos(n) C PosSuivante(i).

Remarque 4. Ces fonctions peuvent étre construites par des parcours en profondeur
successifs de I’arbre abstrait.

Algorithme 5. L’algorithme 1 construit un AFD a partir d’'une expression réguliere,
les états de 1’automate étant des ensembles de position.

Remarque 6. L’algorithme explore en fait tous les états pour lesquels on n’a pas en-
core construit les transitions sortantes, jusqu’a ce qu’il n’y en ait plus. Si on est dans
un tel état, pour chaque lettre de I’alphabet, on cherche I’ensemble des positions dans
lesquels on peut €tre & 1’étape suivante en supposant qu’on vient d’écrire cette lettre,
ce qui nous fait (potentiellement un nouvel état pas encore exploré et) une nouvelle
transition. On construit ainsi I’automate.

Corollaire 7. L'ensemble des langage réguliers est inclus dans I’ensemble des langages
reconnaissables par un automate.



Algorithm 1 Calcul des coefficients

Entrée: r une expression réguliere
Sortie: Un Automate Fini Déterministe reconnaissant L(r).
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A < L’arbre abstrait de 1’expression réguliere étendue (r)#
Construire Annulable, PosSuivante, PremierePos et DernierePos
Detats + [PremierePos(racine(A))]
Dtran < dict()
marquage < []
tant que Il existe un élément 7" de Detats qui n’est pas dans marquage faire
Ajouter T a marquage
pour chaque symbole a de I’alphabet faire
U« Up position de T'|a est I"étiquette de p POSSUivante(p)
siU # 0 et U ¢ Detats alors
Ajouter U a Detats
fin si
Dtran|[T,a) + U
fin pour

: fin tant que

Dinit < PremierePos(racine(A))

: Dfinal + {U,U € Detats et U contient la position étiquetée par #}
: return (Detats, Dinit, D final, Dtran)




