Théoréme de Kronecker

Théoréme. Soit P € Z[X] un polynéome unitaire dont toutes les racines complexes sont
dans le disque unité fermé. Alors les racines de P sont 0 ou des racines de l'unité, et P
est un produit de X et de polynémes cyclotomiques.

Lemme. A un anneau (On lutilisera pourZ), n > 1, On note o, = > Xi, . X
1<i1<ip<..<i<n
le k-iéme polynome symétrique élémentaire (avec la convention oo = 1). Alors

A[Xl, ..,Xn]S" = A[O’o, o1, ..,Un]

Démonstration. On munie N™ de l'ordre lexicographique, et pour P = > P,X¢, on
aeNn

note o(P) = sup(a|P, # 0). Soit P € A[Xy, .., X,]°" non constant, a = o(P). Comme
P est symétrique, on a a; > .. > .
On note B, = a, et P = a, — Br+1, tel que pour tout k, Bx + .. + B, = ag. On a alors :

o(P — PaallagQ..Ugn) < o(P)

Comme l'ordre lexicographique est bien fondé, cette procédure se poursuit jusqu’a ce
que P soit constant. ]

Démonstration. Soit n le degré de P. Quitte a diviser P par un X*, on suppose P(0) # 0.
On note &1,..,xiy les racines (avec multiplicité) de P.

Soit E I’ensemble des polyndémes de degré n unitaires a coeflicients entiers dont toutes
les racines complexes sont dans le disque unité fermé. Montrons que E est fini.

En effet, pour tout ) dans F, de racines wy,..,w,. Soit 0 < k < n, on a

|Qkl = 1(=1) ok (wr, ., wn)| < CF
Donc |E| <II}_,C} < o0 E est fini.

Soit P™ = II}'_ (X — &*). Vérifions que P™ est dans E. Il suffit de vérifier que P™ est
a coeflicient entier.
Premiére méthode :

Pt = (=D o (&, ... &0

C’est un polyndme en les (&) a coefficients entiers, symétrique en les (&x)x, donc c’est
un polyndéme entier en les oy (&1, ..,&,), qui sont entier car P est a coefficients entiers.
Donc P™ est dans F.

Seconde méthode :

Soit C' € M, (Z) la matrice compagnon associée a P. On peut trigonaliser cette matrice,
et on observe alors que pour tout m, on a P™ = xm € Z[X].



Comme E est fini, il existe r < s tels que P" = P?*. Il existe donc une permutation
¢ € Sy, telle que pour tout k, §; = 5;(@. Soit N l'ordre de ¢, on a f,‘zN = 52%(@ = 5,’;N,

N_..N
Lo =1:

donc pour tout k, & les & sont des racines de I'unité. O

Corollaire. Soit G un sous-groupe de GLy(Z) dont les éléments sont d’exposant fini,
et m > 3. On note T, : GLn(Z) — GLW(Z/MmZ) la projection. Alors g est injectif.
De plus, si les éléments non triviaux de G sont d’ordre impairs, alors cela marche aussi
pour m = 2.

Démonstration. Soit M € G\ {I,,} tel que 7, (M) = I,,. Il existe N € M, (Z) telle que
M = I, + mN. On note Py, Py les polynémes caractéristiques de M, N, comme M est
d’exposant fini, ses racines sont des racines de I'unité. On vérifie aisément que

PN(X) = mfnPM(l + mX)

Donc les racines de Py sont de la forme % ou £ est une racine de 'unité différente

de —1 si M est d’ordre impair. Alors |%| < 1, donc selon le théoréeme, gm;l =0et

N =0. O



