
Théorème de Kronecker

Théorème. Soit P ∈ Z[X] un polynôme unitaire dont toutes les racines complexes sont
dans le disque unité fermé. Alors les racines de P sont 0 ou des racines de l’unité, et P
est un produit de X et de polynômes cyclotomiques.

Lemme. A un anneau (On l’utilisera pour Z), n ≥ 1, On note σk =
∑

1≤i1<i2<..<ik≤n
Xi1 ..Xik

le k-ième polynôme symétrique élémentaire (avec la convention σ0 = 1). Alors

A[X1, .., Xn]Sn = A[σ0, σ1, .., σn]

Démonstration. On munie Nn de l’ordre lexicographique, et pour P =
∑

α∈Nn
PαX

α, on

note o(P ) = sup(α|Pα 6= 0). Soit P ∈ A[X1, .., Xn]Sn non constant, α = o(P ). Comme
P est symétrique, on a α1 ≥ .. ≥ αn.
On note βn = αn et βk = αk − βk+1, tel que pour tout k, βk + ..+ βn = αk. On a alors :

o(P − Pασβ1
1 σβ2

2 ..σβn
n ) < o(P )

Comme l’ordre lexicographique est bien fondé, cette procédure se poursuit jusqu’à ce
que P soit constant.

Démonstration. Soit n le degré de P . Quitte à diviser P par unXk, on suppose P (0) 6= 0.
On note ξ1,..,xin les racines (avec multiplicité) de P .
Soit E l’ensemble des polynômes de degré n unitaires à coefficients entiers dont toutes
les racines complexes sont dans le disque unité fermé. Montrons que E est fini.
En effet, pour tout Q dans E, de racines ω1, .., ωn. Soit 0 ≤ k ≤ n, on a

|Qk| = |(−1)kσn−k(ω1, .., ωn)| ≤ Cnk

Donc |E| ≤ Πn
k=0C

n
k <∞ ; E est fini.

Soit Pm = Πn
k=0(X − ξmk ). Vérifions que Pm est dans E. Il suffit de vérifier que Pm est

à coefficient entier.
Première méthode :

Pmk = (−1)kσn−k(ξm1 , .., ξmn )

C’est un polynôme en les (ξk)k à coefficients entiers, symétrique en les (ξk)k, donc c’est
un polynôme entier en les σk(ξ1, .., ξn), qui sont entier car P est à coefficients entiers.
Donc Pm est dans E.
Seconde méthode :
Soit C ∈Mn(Z) la matrice compagnon associée à P . On peut trigonaliser cette matrice,
et on observe alors que pour tout m, on a Pm = χcm ∈ Z[X].
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Comme E est fini, il existe r < s tels que P r = P s. Il existe donc une permutation
φ ∈ Sn telle que pour tout k, ξrk = ξsφ(k). Soit N l’ordre de φ, on a ξsN

k = ξs
N

φN (k) = ξr
N

k ,
donc pour tout k, ξsN−rN

k = 1 : les ξk sont des racines de l’unité.

Corollaire. Soit G un sous-groupe de GLn(Z) dont les éléments sont d’exposant fini,
et m ≥ 3. On note πm : GLn(Z) → GLn(Z/mZ) la projection. Alors π|G est injectif.
De plus, si les éléments non triviaux de G sont d’ordre impairs, alors cela marche aussi
pour m = 2.

Démonstration. Soit M ∈ G \ {In} tel que πm(M) = In. Il existe N ∈ Mn(Z) telle que
M = In +mN . On note PM , PN les polynômes caractéristiques de M,N , comme M est
d’exposant fini, ses racines sont des racines de l’unité. On vérifie aisément que

PN (X) = m−nPM (1 +mX)

Donc les racines de PN sont de la forme ξ−1
m où ξ est une racine de l’unité différente

de −1 si M est d’ordre impair. Alors | ξ−1
m | < 1, donc selon le théorème, ξ−1

m = 0 et
N = 0.
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