Théoreme de Lindeberg

Théoréme. Soit (ry,), une suite d’ 6ntiers et (Xnk;)1<k<rn des variables aléatoz'res cen-
trées indépendantes (selon k). On note o> k= E[XEL el Sn =20 O’n o S =2 X
On suppose de plus que les (X, n) verzﬁent la condztwn de Lmdeberg

Ve > 0, 2 ZE k1|Xnk|>ssn] — 0

n—o0
S k=1
Alors f—" converge en loi vers une loi normale centrée réduite.
n

Démonstration. Quitte a renormaliser les X, j, par s,, on suppose que s, = 1. On note
¢k la fonction caractéristique de X, x, et ¢, celle de Sj,. Grace au théoreme de Lévy,

il suffit de montrer que pour tout ¢t € R, ¢, (t) — exp(—%).

Deux lemmes utiles par la suite :

Soient a1, as..a, et by, bo..b, des nombres complexes du disque unités on peut montrer
par récurrence que

]alag..an — ble..bn| < |CL1 — b1| =+ ..+ |an — bn|

On utilisera aussi le fait que sup(opx, 1 < k < r,) — 0. En effet, soit € > 0, il existe ng
tel que pour tout n > ny,

Tn
D EXD klx, p>e] S €
Ainsi, pour tout n > ng, k, on a
E[X7 ] = BIX7 i 1ix, o<l + EIX0 1 1ix, o oe) < €2+ ¢

On fixe un t € R dans la suite, et on écrit :

2
nk:t

|¢n(t) — exp(— I—\H%k Hexp —5 )|
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O it

< Jouslt) — exp(~ 40|
k=1

—A+B

ou

A= 3 lonalt) = (1= 755

B = Z\exp

Majoration de A :



Un développement de Taylor donne que

. 1
e’ =1+ir— 51:2 + Opyo(2?)
; 1
et e =1+1iz — 53:2 + Opoo(?)
Il existe donc C' > 0 tel que pour tout = € R,
. 1
e — (1 +ix — 53;2)] < Cmin(|z|?, |z|?)
On a alors :
1 - ) 1
|Pn k() — (1= iarzt,k)‘ < E[fe" Xk — (1+ it Xy, — itQngk)H
< CE[min([t X, k%, [£Xnk[*)]

Donc, pour tout & €]0, 1] :
Tn 1
A<D dni(t) — (1— 50721,1@”
k=1

Tn
<C Z E[min(]tXn,kF, \tXn’k]?’)]
k=1

Tn
< C Z EEHtXn,k’zl\tXn’k\Ss] + E[|tXn,k|21|tXn,k|>€]
k=1

Tn
< Ct?e + O ) B[ Xng*Lix, 5]
k=1

On retrouve la condition de Lindeberg dans le second terme.
Majoration de B :

Le développement de D'exponentielle en série entiére donne que, pour tout z € C,
|exp(2) — (1 + 2)| < [2]* exp(|2]). Dot

2 42 2 42 4
ot 0, 5t 9 t 9
| exp(—— )—(1—7’2 )| < O X Zsup(an,k, 1 <k <ry)exp(sup(onr, 1 <k <ry))

2
Donc
Tn t4
B < Z U,%’k X <4 sup(a%vk, 1 <k <ry)exp(sup(onp, 1 <k < rn))>
k=1
t4 9
< 7 sup(o;, ;1 < k <) exp(sup(ope, 1 <k <my)) | =0
Ce qui achéve la preuve. O



