Lecon 264 : Variables aléatoires discretes. Exemples et
applications.

On se donne un espace probabilisé (Q, </, P).

1 Définition et premieres propriétés

Définition 1. On dit qu'une v.a. est discréte s’il existe une partie finie ou
dénombrable D < R telle que X (Q) = D.

Théoréme 2 (transfert). Soit X une v.a. discréte et D < R4 fini ou dénom-
brable tel que X(Q) = D. Soit g : D — R mesurable, alors g(X) est intégrable
$siY xep |8 (X)|P(X = x) est fini et alors :

E[g(X)] = ) gX)P(X=x)
xeD

Définition 3. On dit des v.a. (X;) sont indépendantes si pour toute par-
tie finie I < N et pour tous boréliens (B;)ies, on a P(N;es{X; € Bj}) =
[lie/P(X; € B).

Proposition 4. Soient (X,;) des v.a. discretes, alors les (X,;) sont indépen-
dantes ssi pour toute partie finie I < N et pour tous x; € X;(Q), i € I,

P(NiertXi = xi}) = [ies P(X; = x1).

Définition 5. Soit X une v.a. réelle. On appelle fonction de répartition de
X lafonction Fx : R— [0,1] définie par Fx(f) =P(X < 1).

Proposition 6. Soit X une v.a. réelle.

1. Fx est croissante, continue a droite en tout point et admet une limite
a gauche en tout point.

2. lim_o Fx =0etlim o Fx =1.

3. Fx estcontinue en un point x ssiP(X = x) =0.

4. L'ensemble des points de discontinuité de F est au plus dénombrable.
5. Fx caractérise la loi : si Fx = Fy alors X et Y ont la méme loi.
Application 7. Soient Xj,..., X, des va. indépendantes avec X; de loi

4(p;), pi €10,1]. Alors min(Xj, ..., X;) suit une loi géométrique de para-
metre 1[I, (1 - py).

2 Lois usuelles

Définition 8.

1. On considere une épreuve de Bernoulli, c’est-a-dire une expérience
aléatoire n’admettant que deux résultats possibles appelés succes et
échec (de probabilités resp. p et g = 1 — p). La loi de Bernoulli de
parametre p, notée %8(p), estlaloi de la variable aléatoire qui prend
la valeur 1 en cas de succes et 0 en cas d’échec.

2. On considere n épreuves de Bernoulli indépendantes de méme pa-
rametre p. La loi binomiale de parameétres n et p, notée %(n, p), est
la loi de la variable aléatoire qui compte le nombre de succes obte-
nus.

Vke{0,...,n}, P(X=k) = (Z)pk(l - p)n_k

Son espérance vaut np et sa variance np(1 — p).

Application 9 (polynémes de Bernstein). Soit f € C([0,1]), on lui associe
le n-ieme polyndéme de Bernstein :

= (kY () n—k
Byl fl(x) = Zf(—) x*(1-x)
=0 \n k

Alors on a la majoration suivante :

1Balf1 = flloo < 5 wf(%)



Lensemble des fonctions polynomiales est donc dense dans C([0,1]). De
plus, il existe une fonction lipschitzienne f et une constante C > 0 telle
que | Blf] - flloo > C .

Définition 10. On considere une suite d’épreuves de Bernoulli indépen-
dantes de méme parametre p. La loi géométrique de parametre p, notée
%(p), est la loi de la variable aléatoire qui compte le nombre d’épreuves
nécessaires pour obtenir le premier succes.

VkeN*, P(X=k =q"'p

Son espérance vaut % et sa variance %.

Définition 11. On appelle loi de Poisson de parameétre A > 0, notée (1),
laloi sur N définie par :

k

VkeN,P(X:k):e_A%

Son espérance et sa variances valent A.

Définition 12 (loi multinomiale). On considére une urne contenant k
sortes de boules. On va précéder au tirage de n boules avec remise (les
tirages sont indépendants). On note p; la probabilité de tirer une boule
de type i et on note Z; le nombre de boules de type i que 'on a tirées. La
loi de Z = (Z,,..., Zk) est appelée la loi multinomiale de parametres n et
p=(p1-.., Pk)-

Alors Z est une v.a. discréte a valeurs dans D = {(x1,..., x;) e NF | ¥ x; =
n}etsixeD,alors P(Z =x) = xﬂL’xk'pfl ...pz". De plus, Z a pour espé-
rance le vecteur np et pour matrice de covariance I'.

npil-p1)  —npip2 —P1Pn
e —-np1p2 np2(l-po) —P2Pk
—P1Pk —P2Pk npr(l-pg)

3 Fonctions génératrices

Définition 13. Soit X une v.a. a valeurs dans N. On appelle fonction géné-
ratrice de X la fonction Gy (s) = E[sX].

Remarque 14. Lafonction génératrice est liée a la fonction caractéristique
par la relation ¢ x (1) = Gx (e')).
Proposition 15. Soit X une v.a. a valeurs dansN.

1. La fonction génératrice est bien définie surD(0,1).

2. La fonction génératrice est continue sur D(0,1) et holomorphe sur
D(0,1). Ses dérivées sont données par :

G,()?)(S) :E[X(X—l)...(X_n+1)SX—n]

_ GO
- onl

3. PourtoutneN,P(X =n)
trice caractérise la loi.

. En particulier, la fonction généra-

Exemple 16.
1. Si X ~ %B(n, p), alors Gx(s) = (g + ps)”™.
2. Si X ~%(p), alors Gx(s) = lf;s.
3. Si X ~2(A), alors Gx(s) = e 179,

Proposition 17. Si deux v.a. entiéres X et Y sont indépendantes, alors
Gx+vy = GxGy.

Application 18. Soient X et Y deux v.a. indépendantes avec X ~ 2 (1) et
Y ~22(u). Alors X + Y suitlaloi 22(A + p).

Application 19. Il est impossible de piper deux dés a 6 faces pour que la
loi de la somme des dés soit la loi uniforme sur {2,...,12}.



Théoreme 20. Soit X une v.a. a valeurs dans N. Alors limg_.1- G;’)(s) =
EX(X-1)---(X—-n+1)]€]0,+o0].

Proposition 21. Soient N une v.a. dans N* et (X,) des v.a. entieres in-
dépendantes et de méme loi. Posons Sy = Z,’C’ZI Xy et soit S = Sy. Alors
Gs = GNO Gx.

Corollaire 22. Sous les hypothéses de la proposition précédente, si N et X
admettent une espérance alors S admet une espérance et E(S) = E(N)E(X).

Application 23 (processus de Galton-Watson). Soient (X, ) des v.a. dans
N indépendantes et de méme loi u admettant une espérance m. On sup-
pose que ©(0) > 0. On note Zy =1 et Z,41 = Zfﬁl Xn+1,j- On s’intéresse la
probabilité de I'événement « extinction» E = J,{Z; = 0}. Alors si m < 1,
P(E)=1etsim>1alorsP(E) < 1.

4 Convergence en loi

Définition 24. On dit qu'une suite de v.a. (X;;) converge vers X en loi si
pour toute fonction f continue bornée, E[f(X,)] — E[f(X)].

Théoreme 25. Soient (X,;) et X des v.a. a valeurs dans un ensemble dé-
nombrable D < R?. Si pour tout k € D, P(X,, = k) — P(X = k), alors (X;,)
converge en loi vers X.

Application 26. Soit (X,;) des v.a. telles que X, suit la loi 9(n, p,;) avec
npn — A > 0. Alors X,, converge en loi vers une loi de Poisson de para-
metre A.

Théoréme 27 (Lévy). Soit(X,) unesuitedev.a. et X unev.a. Alors X, Z, X
ssiVteRY, x (1) — @x(1).

Application 28. Soit (X;;) une suite de v.a. telle que X, suit la loi 4 (p,)
avec np, — A > 0. Alors % converge en loi vers &(A).

Théoreme 29 (théoréme central limite). Soit (X,),>1 une suite de v.a.r.
i.i.d. de carré intégrable. Notons m leur espérance et o leur variance. No-
tons X, = 1 Y, Xi. Alors:

V(X —m) 2= # 0,09

n—oo

Application 30 (sondage). Soit (X;),>1 une suite de v.a.r.i.i.d. deloi 28(p).
Notons X, = %Z?zl X;.On se donne a €]0, 1[. Soit

N Yn(l_yn) —_ \/ Yn(l_yn)
I, = %T;Xn-i-%T
oll gq Vérifie P(Z < qq) =1- % pour Z deloi A (0,1). Alors :

lim Pmel)=1-a
n—o00

Développements

1. Polynémes de Bernstein. [9]

2. Processus de Galton—-Watson. [23]
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