
Leçon 263 : Variables aléatoires à densité. Exemples et
applications.

On se donne un espace probabilisé (Ω,A ,P). On considèrera des variables
aléatoires à valeurs dans (Rd ,B(Rd )). On notera 〈· | ·〉 le produit scalaire
canonique sur Rd .

1 Définitions et premières propriétés

Définition 1. Soitµ une mesure de probabilité sur Rd . On dit queµ admet
un densité (par rapport à la mesure de Lebesgue) s’il existe f mesurable
positive telle que pour tout borélien B , µ(B) = ∫

Rd f (x)dx.
On dit qu’une v.a. X est à densité si sa loi admet une densité f , c’est-à-dire
si pour tout borélien B , P(X ∈ B) = ∫

Rd f (x)dx.

Proposition 2. La densité caractérise la loi : si µ admet deux densités f et
g , alors f = g p.p.

Théorème 3 (transfert). Soit X une v.a. dans Rd admettant une densité f
par rapport à la mesure de Lebesgue. Soit g : X (Ω) → R mesurable, alors
g (X ) est intégrable ssi

∫
Rd |g (x)| f (x)dx est fini et alors :

E[g (X )] =
∫

Rd
g (x) f (x)dx

Proposition 4. Soient X et Y deux v.a. indépendantes, à densité, et à va-
leurs dans Rd . Alors X +Y est à densité et fX+Y = fX ∗ fY .

Exemple 5. Si X suit la loi Γ(a,λ), si Y suit la loi Γ(b,λ) et si X et Y sont
indépendantes, alors X +Y suit la loi Γ(a +b,λ).

Proposition 6. Soit (X ,Y ) un couple de v.a. dans Rd ×Rp admettant une
densité h. Alors X admet une densité f (x) = ∫

Rp h(x, y)dy et Y admet une
densité g (y) = ∫

Rd h(x, y)dx, appelées densités marginales.

Théorème 7. Soient X une v.a. à valeurs dans Rd et Y une v.a. à valeurs
dans Rp .

1. On suppose que X et Y admettent respectivement des densités f et
g . Si X et Y sont indépendantes, alors le couple (X ,Y ) admet une
densité h(x, y) = f (x)g (y).

2. Si (X ,Y ) admet une densité h qui s’écrit sous la forme h(x, y) =
f (x)g (y) avec f et g des fonctions positives, alors X et Y sont indé-
pendantes. De plus, la densité de X est proportionnelle à f et celle de
Y est proportionnelle à g .

Exemple 8. Si (X ,Y ) admet pour densité h(x, y) = 1
2π exp(− x2+y2

2 ), alors X
et Y sont indépendantes de même loi N (0,1).

Définition 9. Soit µ une mesure de probabilité sur R, on appelle fonction
de répartition deµ la fonction Fµ : R → [0,1] définie par Fµ(t ) =µ(]−∞, t ]).
Soit X une v.a. réelle, on appelle fonction de répartition de X la fonction
de répartition de sa loi, c’est-à-dire FX (t ) = P(X 6 t ).

Proposition 10. qq propriétés des f.r.

Définition 11. Soit X une v.a. On appelle fonction caractéristique de X la
fonction ϕX : Rd → C définie par ϕ(t ) = E[ei〈t |X 〉].
Dans le cas où X admet une densité f , la fonction caractéristique est la
transformée de Fourier de f .

Proposition 12. La fonction caractéristique caractérise la loi : si deux v.a.
ont la même fonction caractéristique, alors elles ont la même loi.

Théorème 13. Si X est une v.a. dont la fonction caractéristique est inté-
grable, alors X admet une densité.
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2 Lois usuelles et simulation

Définition 14.

1. On appelle loi uniforme sur [a,b] la loi qui a pour densité f (x) =
1

b−a 1[a,b](x).

2. De façon générale, si B ⊆ Rd est mesurable de mesure non nulle, on
appelle loi uniforme sur B la loi qui a pour densité 1

mes(B) 1B .

Application 15. Soit µ une mesure de probabilité sur R, de fonction de ré-
partition F . On définit le pseudo-inverse de F par F (−1)(u) = inf{x ∈ R | u 6
F (x)} pour u ∈ ]0,1[. Si U suit la loi uniforme sur [0,1], alors X = F (−1)(U )
suit la loi µ.

Définition 16.

1. On appelle loi normale de paramètres m ∈ R et σ2 > 0, notée

N (m,σ2), la loi sur R qui a pour densité f (x) = 1
σ
p

2π
exp(− (x−m)2

2σ2 ).

2. Soient Z1, . . . , Zn des v.a. indépendantes de même loi N (0,1). On
appelle loi du chi-deux à n degré de liberté, notée χ2(n), la loi de
Z 2

1 +·· ·+Z 2
n .

Définition 17.

1. On appelle loi exponentielle de paramètre λ > 0, notée E (λ), la loi
sur R qui a pour densité f (x) =λe−λx 1x>0.

2. On appelle loi gamma de paramètres a > 0 et λ> 0, notée Γ(a,λ), la
loi sur R qui a pour densité f (x) = λa

Γ(a) xa−1e−λx 1x>0.

Remarque 18. E (λ) = Γ(1,λ) et χ2(n) = Γ( n
2 , 1

2 ).

Proposition 19. La loi exponentielle vérifie la propriété d’absence de mé-
moire : pour tous t , s > 0, P(X > s + t | X > s) = P(X > t ).

Application 20 (Box–Muller). SiΘ suit la loi uniforme sur [0,2π] et si S suit
la loi exponentielle de paramètre 1

2 , alors en notant R =p
S, les variables

X = R cosΘ et Y = R sinΘ sont indépendantes et de même loi N (0,1).

3 Vecteurs gaussiens

Définition 21. On dit qu’une v.a. X est un vecteur gaussien si pour tout
a ∈ Rd , 〈X | a〉 suit une loi gaussienne.

Exemple 22. Si X1, . . . , Xd sont des v.a. i.i.d. de loi N (0,1) alors (X1, . . . , Xd )
est un vecteur gaussien, de moyenne 0 et de matrice de covariance Id .

Proposition 23. L’image d’un vecteur gaussien d’espérance m et de matrice
de covariance Γ par une application affine x 7→ Ax +b et encore un vecteur
gaussien, d’espérance Am +b et de matrice de covariance AΓ tA.

Proposition 24. Soit m ∈ Rd et Γ une matrice symétrique définie positive.
Alors la loi N (m,Γ) admet pour densité la fonction :

f (x) = 1

(2π)d/2

1p
detΓ

exp

(
−1

2
〈Γ−1(x −m) | x −m〉

)
Théorème 25. Soit X une v.a. L2 d’espérance m et de matrice de covariance
Γ. Alors X est un vecteur gaussien ssi ϕX (t ) = ei〈m|t〉e−

1
2 〈Γt |t〉.

Corollaire 26. Si deux vecteurs gaussiens ont même espérance et même
matrice de covariance, alors ils ont la même loi. On note N (m,Γ) la loi
d’un vecteur gaussien d’espérance m et de matrice de covariance Γ.

Théorème 27. Soient d1, . . . ,dk des entiers strictement positifs de somme
d. Soit X = (X1, . . . , Xd ) un vecteur gaussien dont la matrice de covariance
Γ est diagonale par blocs :

Γ=

Γ1 0 0

0
. . . 0

0 0 Γk


avec Γi bloc de taille di . Posons Y1 = (X1, . . . , Xd1 ), Y2 = (Xd1+1, . . . , Xd1+d2 ),
etc. Alors les vecteurs Y1, . . . ,Yk sont gaussiens et indépendants.
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Corollaire 28. Des variables gaussiennes sont indépendantes ssi elles sont
deux à deux non corrélées.

Théorème 29 (Cochran). Soit X un vecteur gaussien d’espérance nulle et
de matrice de covariance Id . On considère E1⊕·· ·⊕Er une décomposition de
Rd en sous-espaces orthogonaux de dimensions respectives d1, . . . ,dr . Alors
les projections orthogonales ΠE1 (X ), . . . ,ΠEr (X ) sont des vecteurs gaussiens
indépendants. De plus, pour tout j ∈ {1, . . . ,r },

‖ΠE j (X )‖2
2 ∼χ2(d j )

4 Convergence en loi

Définition 30. On dit qu’une suite de v.a. (Xn) converge vers X en loi si
pour toute fonction f continue bornée, E[ f (Xn)] → E[ f (X )].

Lemme 31 (Scheffé). Soit (E ,E ,µ) un espace mesuré et f , ( fn) des fonctions
mesurables positives intégrables sur E. On suppose que :

1. fn → f µ–p.p.

2.
∫

E fn dµ→ ∫
E f dµ

Alors fn → f dans L1.

Corollaire 32. Soit (Xn) une suite de v.a. admettant des densités ( fn) par
rapport à la mesure de Lebesgue sur Rd . Soit X admettant une densité f
telle que fn → f p.p. Alors (Xn) converge en loi vers X .

Remarque 33. La réciproque est fausse : sur R, on considère les v.a. Xn de
densités fn(x) = (

1+ cos(2πnx)
)
1[0,1](x). Alors (Xn) converge en loi vers

une v.a. de loi U ([0,1]) mais les densité ( fn) ne convergent pas.

Théorème 34 (théorème central limite). Soit (Xn)n>1 une suite de v.a.r.
i.i.d. de carré intégrable. Notons m leur espérance et σ2 leur variance. No-
tons X n = 1

n

∑n
i=1 Xi . Alors :

p
n

(
X n −m

) L−−−−→
n→∞ N (0,σ2)

Lemme 35. Soit (Xn) une suite de vecteurs aléatoires et X un vecteur aléa-
toire. Si pour tout a ∈ Rd , 〈Xn | a〉 converge en loi vers 〈X | a〉, alors (Xn)
converge en loi vers X .

Théorème 36 (TCL multidimensionnel). Soit (Xn) une suite de vecteurs
aléatoires i.i.d. L2. On note m leur espérance etΓ leur matrice de covariance.
Alors : p

n
(
X n −m

) L−→N (0,Γ)

Application 37 (théorème de Fisher). Soit ν une loi sur {1, . . . , q} et soit
(Xn) une suite i.i.d. de loi ν. Notons :

Nn, j =
n∑

i=1
1{Xi= j } Tn =

q∑
j=1

(
Nn, j −nν( j )

)2

nν( j )

Alors :
Tn

L−−−−−→
n→+∞ χ2(q −1)

Application 38 (intervalle de confiance asymptotique). Soit (Xn)n>1 une
suite de v.a.r. i.i.d. de carré intégrable. Notons m leur espérance et σ2 leur
variance. Soient X n = 1

n

∑n
i=1 Xi et σ̂2

n = 1
n

∑n
i=1(Xi − X n)2. On se donne

α ∈ ]0,1[. Soit În = [
X n −qα

σ̂np
n

; X n +qα
σ̂np

n

]
où qα vérifie P(Z 6 qα) = 1− α

2

pour Z de loi N (0,1). Alors :

lim
n→∞P(m ∈ În) = 1−α

Application 39 (formule de Stirling). On a l’équivalent n! ∼p
2πnn+ 1

2 e−n .

Développements

1. Théorèmes de Cochran et de Fisher. [29][37]

2. Formule de Stirling par le TCL. [39]
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