Lecon 262 : Modes de convergence d’une suite de va-
riables aléatoires. Exemples et applications.

On se donne un espace probabilisé (Q, </, P). On considerera des variables
aléatoires a valeurs dans (R4, %(R%)). On notera -l une norme quel-
conque sur R4,

1 Convergence en probabilité et convergence p.s.

Définition 1. Soit (X},;) une suite de v.a. On dit que (X};) converge vers une
v.a. X presque strement si P(X;, — X) = 1. On note X, 22 x.

Définition 2. Soit (X};) une suite de v.a. On dit que (X},) converge vers une
v.a. X en probabilité si pour tout € >0, on a P(|| X;, — X|| > €) — 0. On note

P
X, — X.
Proposition 3. Si une suite de v.a. converge p.s. alors elle converge en pro-
babilité.

Définition 4. Soit (A;) une suite d’évenements. On définit la limite supé-
rieure, resp. inférieure, de la suite (A;) par:

N U Ax liminfA, = U N Ax

limsup A, =
n neNk>n neNk>n

Lemme 5 (Borel-Cantelli). Soit (A;) une suite d’événements.
1. Siy P(Ap) estfinie, alorsP(limsup Ay) = 0.
2. Si Y P(A,) est infinie et si les (A,) sont indépendants, alors
P(limsup A;) = 1.

Théoréme 6. Soit (X;) une suite qui converge en probabilité vers X, alors
il existe une sous-suite (Xy,) qui converge vers X p.s.

Corollaire 7. Soit (X,) une suite de v.a. qui converge en probabilité vers
X et soit f une fonction continue. Alors f(X,) converge en probabilité vers

f(X).
Proposition 8. Soit (X,;) une suite de v.a. et X une v.a.
1. SiVe>0,YP(| X, — X|| > ¢) est finie, alors X, LNy’

2. Si les (Xy) sont indépendants, alors X, LN 0 ssi pour tout € > 0,
Y P Xyl > €) est finie.

Exemple 9. Soit (X,) une suite de v.a. indépendantes avec X, de loi
PB(pn). Alors :

1. X, 2 0ssipp—0.
2. X, P50 ssi Y pn estfinie.

2 Convergence dans L7

Définition 10. Soit (X;) une suite de v.a. dans LP. On dit que (Xj)
p

converge vers X dans L” si E(|| X;, — X||”) — 0. On note X, Y, X.

Proposition 11 (Holder). Soient p,q € [1,00] des exposants conjugués,

et soient X € LP et Y € L9. Alors XY est intégrable et E(|XY|) <
1 1

E(XIP)PE(Y|7)a.

Corollaire 12. Soit g > p et (X,,) une suite de v.a. dans19. Si (X,) converge

vers X dans LY alors (X,) converge vers X dansL”.

Remarque 13. La réciproque est fausse : Q = [0,1] muni de la mesure de
Lebesgue et X, = nl, 1 Alors X,, converge vers 0 dans L! mais pas dans

L2.

Proposition 14 (Markov). Soit X une v.a.r. positive. Alors pour tout t > 0,
P(X>n< B



Corollaire 15 (Bienaymé-Tchebytchev). Soit X une v.a.r de carré inté-
grable, alors pour toutt >0, P(|X —E(X)| > 1) < %

Proposition 16. Si(X},,) converge vers X dansL”, alors (X;) converge vers X
en probabilité. En particulier, on peut extraire une sous-suite qui converge

p.s.

Remarque 17. La réciproque est fausse : Q = [0,1] muni de la mesure de
Lebesgue et X, = nlj, 1,. Alors (X;) converge vers 0 en probabilité (et

méme p.s.) mais ne converge pas vers 0 dans L.

Application 18 (polynémes de Bernstein). Soit f € C([0,1]), on lui associe
le n-iéme polyndéme de Bernstein :

= (k) () e n—k
Bnlf1(x) = Zf(—) x*(1-x)
= \n)\k

Alors B, [f] converge uniformément vers f. Lensemble des fonctions po-
lynomiales est donc dense dans C([0, 1]).

Théoreme 19 (loi faible des grands nombres). Soit (X;,) une suite i.i.d. de
va.r L2. Notons m = E(X)) et X, = %Z?ﬂ X;. Alors X, converge vers m
dans12 et en probabilité.

3 Convergence en loi

Définition 20. Soit (u,) une suite de probabilités. On dit que (u,)
converge étroitement vers la probabilité u si pour toute fonction f conti-
nue bornée, [pa fdu, — Jpa fdu.

On dit qu’une suite de v.a. (X,;) converge vers X en loi si la suite des lois
des (X;) converge étroitement vers la loi de X, c’est-a-dire si pour toute
fonction continue bornée f, E[f(X,)] — E[f(X)].

Proposition 21. Soit g une fonction continue sur R%. Si (X,) converge en
loi vers X alors g(X,,) converge en loi vers g(X).

Lemme 22 (Scheffé). Soit(E,&, u) un espace mesuréet f, (f,) des fonctions
mesurables positives intégrables sur E. On suppose que :

L fn—= f u-p.p.
2. [pfadp— [pfdu
Alors f,, — f dansL!.

Corollaire 23.

1. Soit (X;;) une suite de v.a. admettant des densités (f,) par rapport a
la mesure de Lebesgue sur R%. Soit X admettant une densité f telle
que f, — f p.p. Alors (X},) converge en loi vers X.

2. Soient (X,) et X des v.a. a valeurs dans un ensemble dénombrable
DcR?. Si pourtoutk € D,P(X, = k) — P(X = k), alors (X,) converge
en loi vers X.

Application 24. Soit (X;) une suite de v.a. ou X, suit la loi &(n, p,). On
suppose que np, — A > 0. Alors X, Z, P(A).

Théoreme 25 (Portmanteau). Soient (1) une suite de probabilité et |1 une
probabilité. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. py, converger étroitement vers (L.

2. Pour toute fonction f uniformément continue et bornée, [ga f dpin —
Jra fdp.

Pour tout fermé F, iW(F) = limsup,, 1, (F).

Pour tout ouvert U, w(U) < liminf, u, (U).

Pour tout borélien B tel que u(0B) = 0, lim, u,(A) = u(A).

> 0 kW

Pour tout pavé P tel que u(0P) =0, lim,, y,(P) = u(P).



Corollaire 26. Soit (X,) une suite de v.a.r. de fonctions de répartition (Fy).
Soit X unev.a.r. de fonction de répartition F. Alors (X,) converge en loi vers
X ssi pour tout x point de continuité de F, F,(x) — F(x).

Exemple 27. Soit (X};) une suite de v.a. de loi % ([0,0]) avec 8 > 0. Posons
My, = max(X,,..., X,). Alors n(6 - M) Z &(b).
Théoreme 28. Soit (X;,) une suite de v.a. et une X une v.a.

L X, 2x=>x,%Zx.

2. Si Xy, Z, a avec a constante, alors X, LA a.

Lemme 29 (Slutsky). Si (X,) converge en loi vers X et (Y,) converge en loi
vers une constante y, alors (X, Y,) converge en loi vers (X, y).

Définition 30. Si X est une v.a. on définit sa fonction caractéristique par
() =E[el“X], re R,

Théoreme 31 (Lévy). Soit (X;) unesuitedev.a. et X unev.a. Alors X, Z, X
ssiVteRY, x, (1) — px(1).

4 Théoremes limites

Théoréeme 32 (loi forte des grands nombres L2). Soit (Xn)n>1 une
suite de v.a.r. de carré intégrable, deux a deux non corrélées, telles que
sup,, Var(X,) < oco. Posons S, = X1 +---+ Xy, alors :

S, —E[Su] ps.

n n—oo

0

Corollaire 33. Soit (X;,),>1 une suite de v.a.r. i.i.d. de carré intégrable. No-
tons X,, = % Z;’zl X; et m =E(X;y). Alors X, converge vers m p.s.

Remarque 34. Ce dernier résultat est vrai sous I’hypothése que les v.a. sont
simplement L!. (admis)

Théoreme 35 (théoréme central limite). Soit (X,),>1 une suite de v.a.r.
i.i.d. de carré intégrable. Notons m leur espérance et o leur variance. No-
tons X, = 1 Y, Xi. Alors:

n

- £
V(X —m) —— ¥ (0,0
n—oo

Application 36 (intervalle de confiance asymptotique). Soit (X;),>1 une
suite de v.a.r. i.i.d. de carré intégrable. Notons m leur espérance et g2 leur
variance. Soient X, = ¥ X; et 6% = 1¥" (X; - X,)? On se donne
a€]0,1[. Alors :

1. X, et 62 convergent p.s. vers m et o2. On dit que ce sont des esti-

mateurs consistants de m et 0.
2. Soit I, = [ X, — qa\‘;—%;Xn + qa%] oll gq vérifie P(Z < qq) =1-%

pour Z deloi A4(0,1). Alors :

lim P(mel)=1-a
n—o00

Application 37 (formule de Stirling). On a I'équivalent n! ~ v/ 2nn"tre ",

Développements

1. Loi des grands nombres L2.[32]
2. Formule de Stirling par le TCL. [37]
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