Lecon 243 : Convergence des séries entiéres, proprié-
tés de la somme. Exemples et applications.

1 Définition et rayon de convergence

Définition 1. On appelle série entiere (S.E.) une série de fonctions de la forme
Y a,z" avec z € C et (a,) une suite dans C.

Lemme 2 (Abel). Soit R=sup{r=0|(a,r") bornée} € [0,+oo]. Alors :
— sil|z| <R, lasérie) a,z™ converge absolument.
— silz| > R, lasériey. a,z" diverge grossierement.

Le nombre R est appelé rayon de convergence de la série.

Exemple 3.
1. série géométrique Y z", R=1.

2. Y a,z" ol a, estla n-ieme décimal de v2, R=1.

Proposition 4 (critere de D’Alembert). Si | ”;;1 | = A €[0,+00] alors R = % (avec

comme convention é =o0 et é =0).
Exemple 5.

n

1. exp(2) =Y %,

2. Ynlz", R=0.

R = +o0.

Proposition 6 (critere de Cauchy). Si IanI% — A1 €[0,+00] alorsR = %

Proposition 7 (formule de Hadamard). 11—? =limsup|ay, I%

Exemple 8.
1. YersinWzn R=el,
2. siY a,z" apour rayon de cv. R alors ¥ a,z*" a pour rayon de CV. VR.

. L. . C
Remarque9. Comme liminf| “Z—;‘I <limsup|a,|» <limsup I“;—:Ll |, sile critere de
D’Alembert s’applique alors le critére de Cauchy s’applique aussi.

2 Régularité de la somme dans le disque de conver-
gence

Proposition 10. Soient) a,z" derayon R,, Y b,z" derayon Ry, et A € C.

1. LaS.E. Y (an+ by)z" a pour rayon de CV. Ry, = min(R,, Ry,) avec égalité si
R, # Ryp. De plus, ¥|z| < min(R,, Rp), ona

+o0o +00o +00
Y (an+bp)z" =) anz"+ ) byz"
n=0 n=0 n=0
2. LaS.E. Y Aa,z" ale méme rayondeCV. que ). a,z" etV|z| < Ry, ona
+00 +o0o
Y Aanz"=1) anz"
n=0 n=0

3. Soit ¢, = ZZ:O argb,_x, on appelle produit de Cauchy des séries Y. a,z" et
Y bpz" laS.E. Y c,z2". Son rayon de Cv. vérifie R, = min(R,, Ry,) et pour tout
|z| < min(Rg, Rp), on a

+o00o +00 +00
Y cp" = (Z anz”) : (Z bnz”)
n=0 n=0 n=0
Ainsi, l'ensemble des S.E. de rayon de CV.= R est une algébre sur C.

Exemple 11.
1. (1-2)xY z" =1 pour tout |z| < 1. On voitici que R; = oo, R, =1 et R, = 0.
2. Soit Y. a,z" de rayon de CvV. R et A, = ZZ:O ay. Alors V|z| < min(1,R),
1% Anz" = LTI e
On considere a présent une S.E. } a,z" de rayon de Cv. R et on note f(z) sa
somme pour z € D(0, R).

Proposition 12. La série ) a,z" converge normalement sur tout compacte de
D(0, R). En particulier, f est continue sur D(0, R).

Définition 13. On appelle série dérivée de ¥ a,z" la S.E. ¥ 50 na,z" . Son
rayon de cCv. est le méme que celui de }_ a, z".



Proposition 14. f est C—dérivable surD(0,R) et f'(z) = X125 na,z" L.

(n)
Corollaire 15. f est indéfiniment C—dérivable sur D(0,R) etVneN, a, = ! n!(o).
Corollaire 16. f admet une primitive sur D(0, R) donnée par F(z) = Y.} an zn: .

Exemple 17.

+00 xn
1. logl+x)=) (-1)"—sur]-1,1[.
n=1 n
+00o 2n+1
2. arctan(x) = -n" sur]—-1,1].
(x) n;o( ) surl-L

Définition 18. Soit U un ouvertdeR (resp.de C) et f : U — C. On dit que f est dé-
veloppable en série entiere (D.S.E.) en xg € U s'il existe une S.E. }_ a, z" de rayon
decv.R>0telleque Vxe U, [x—xol <R,ona f(x) =Y 1% an(x—x0)".

Si f est développable en série entiére en tout point de U, on dit que f est analy-
tique sur U.

Théoreme 19. Les série entieres sont analytiques dans leur disque de convergence.

Corollaire 20. Si U est un ouvert deR et f est analytique sur U alors f est C*™ et

(n)
les coefficients de son D.S.E. en chaque x, € U sont donnés par a, = %
. e’ x>0
Remarque21. Sur R, C* % analytique, par exemple f(x) = { 0 <0

Théoreme 22. Soit U ouvert deR et f C™ sur U. Alors f est analytique sur U ssi
VxeU, VeV (x),IR,M >0, YyeV, | (y)|<nl .

Application : Résolution d’E.D.O linéaires. La solution générale de I'’équation

xy"+(x-2)y'+2y=0esty(x) =a(l—x— %2) +pBe *oua,BeR.
3 Holomorphie et séries entiéres

Définition 23. Soit U un ouvert de Cet f: U — C. On dit que f est holomorphe
sur U si f est continument C-dérivable sur U.

Théoreme 24. Si f: U — C est holomorphe alors | est analytique sur U.
Exemple 25. D.S.E. des fractions rationnelles en 0.

Corollaire 26.

1. Si f : U — C est analytique et ne sannule pas sur U alors % est analytique
surU.

2. La composition de deux fonctions analytiques est analytique.

3. Si f:U — f(U) < C est holomorphe et bijective alors sa réciproque est holo-
morphe (conséquence du théoreme d’inversion locale). Donc si f est analy-
tique et bijective, son application réciproque est encore analytique.

Théoréme 27 (zéros isolés). Si f: U — C est analytique non identiquement nulle
et si zg € U tel que f(zp) = 0 alors il existe V voisinage de z tel que f ne sannule
pas sur V \ {zp}.

Théoréme 28 (principe du prolongement analytique). Soit U ouvert connexe de
Cet f: U — C analytique. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. f estidentiquement nulle sur U.

2. f Loy possede un point d'accumulation dans U.

3. 3zge U tel queVneN, f(zy) = 0.

Théoreme 29 (formule de Cauchy). Soit f : U — C analytique et soient zo € U et
r >0 tels queD(zy, 1) < U. Alors pour toutneN, ona

fMz) 1 f@ .
n! 2im Jc(z,1) (z—zp)+1

Corollaire 30 (inégalités de Cauchy). |%I <r " malx | f(2)]
: z—2zo|=r1

Théoreme 31 (Liouville). Si f est analytique sur C et bornée alors f est constante.

Corollaire 32 (théoreme de D’Alembert-Gauss). Tout polynéme P € C[X] non
constant admet une racine dans C.



Théoreme 33 (Formule de Parseval). Soit f : U — C analytique et soitﬁ(zo, r)c

U, alors :
+o00

£ (z0)
n!

2
1
r2n -
2w

on |f(zo + re19)|2d9
0

n=0

Exemple 34. Si} a,z" de rayon de Cv. R = 1 est bornée sur D(0,1) etsi Vrn €N,
an € Z alors Y a,z" est un polynéme.

4 Comportement sur le bord du disque de conver-
gence

Théoréme 35 (Abel non tangentiel). Soit) a,z" uneS.E. derayondecv.R=1 et
soit f sa somme. Pour 0 € [0, 7 [, on définit le secteur angulaire

A90=D(0,1)m{1—pe"9)p>o, 101< 6o}

+o00
Sila sérieY a; converge alors lin} f@=) an.
poane
n=0

z€Ag,
Exemple 36.
+00 _1 n
1. log(2) = Z =1
n=1
T +00 _1 n
2. — =arctan(l) = ) _ =D
4 =02n+1
3. Soient ) a, et Y b, deux séries convergentes et soit ). ¢, leur produit de
+00 +o00 +00
Cauchy. Si }_ ¢, converge alors Z ch= (Z an) . ( Z bn)
n=0 n=0 n=0
Remarque 37.

1. Laréciproque est fausse, par exemple Y (—1)"x" — % mais Y (—1)" diverge.
2. Lhypothese z € Ag, est indispensable. Par exemple, pour la série entiere

_ —28" 4 723" - i * i737P)| 1’
f@) =X 50 —=—;—, f(1) =0 mais Vp € N*, | f(rexp(in3~P)| n'est pas
borné lorsque r — 1.

Théoréme 38 (Taubérien faible). Soit Y a,z" une S.E. de rayon de cv. R = 1 et
soit f sa somme. On suppose qu'il existe S € C tel que lin} fx)=S8.Sia,=0(1/n)
X—

x<1
alors ) a, converge vers S

Définition 39. Soit )" a,z" de rayon de cv. R fini et soit f sa somme. Un point
zp € C(0, R) est dit régulier si f admet un prolongement analytique sur un voisi-
nage de zj. Sinon, il est dit singulier.

Remarijue 40. convergence sur le bord # régularité, par exemple )" z", . nz—jl et
z

Yoo

Proposition 41. Toute série entiere de rayon R fini admet un point singulier.

Théoréme 42 (lacunes de Hadamard). Soit (1) suite dans N* telle que

Ani1 = ald, avec a > 1. Soit Y. ayz*n de rayon R fini. Alors tout point du bord du

disque de convergence est singulier.

Développements

1. Théoremes d’Abel non tangentiel et Taubérien faible. [35]

2. Théoréeme des lacunes de Hadamard. [42]
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