Lecon 202 : Exemples de parties denses et applications.

1 Définition et premiers exemples

Définition 1. Soit (E, d) un espace métrique et soit D une partie de E. On
dit que D est dense si D = E, c’est-a-dire si tout élément de E est limite
d’une suite d’élément de D.

Exemple 2. Q est dense dans R.
Application 3. Le seule automorphisme de corps de R est 'identité.

Proposition 4. Soit G un sous-groupe additif de R. Alors ou bien il existe
m = 0 tel que G = mZ, ou bien G est dense dans R.

Corollaire 5. Soienta, b € R*. Alors aZ + bZ est dense dans R ssi % ¢ Q.
Exemple 6. Les valeurs d’adhérence de la suite (sinn) sont [-1, 1].

Définition 7. On dit qu'un espace métrique est séparable s’il admet une
partie dénombrable dense.

Proposition 8. Les espaces métriques compacts sont séparables.

Théoreme 9. Soit p € [1,+oo| et soit LP =1LP (R, BR), ).
1. Les fonctions en escalier a support compact sont denses dans LP.

2. Les fonctions continues a support compact sont denses dans LP.
Corollaire 10. L”(R) est séparable pour p € [1, +ool.

Application 11 (Riemann-Lebesgue). Soit f € L!(R), alors | f @] —0
lorsque |&| — +oo0.

Théoreéme 12 (Baire). Soit (E,d) un espace métrique complet.
1. Toute intersection dénombrable d’ouverts denses est dense.

2. Tout union dénombrable de fermés d’'intérieurs vides est d'intérieur
vide.

Application 13. Soit E un e.v.n. de dimension infini admettant une base
dénombrable. Alors E n’est pas complet.

Exemple 14. R[X] n’est complet pour aucune norme.

2 Densité dans les espaces de matrices

On considere K=Rou C.

Proposition 15. Soit A € 4, (K) de rang r. Alors il existe P,Q € GL,(K) tels
I, 0

que A=PJ,Q avec], = (Or 0).

Théoreme 16. GL,,(K) est dense dans 4, (K).
Corollaire 17. Il existe une base de #,,(K) formée de matrices inversibles.

Application 18. Soit f = det : .4, (R) — R. Alors f est différentiable et
df(M).H = Tr(‘Com(M)H). On en déduit que SL,(R) est une hypersur-
face de ./, (R) et son espace tangent en I, est I'espace des matrices de
trace nulle.

Théoreme 19. Lensemble des matrices diagonalisables sur C est dense
dans 4(;(C).

Corollaire 20. La décomposition de Dunford M — (D, N) n'est pas conti-
nue.

Application 21 (Cayley-Hamilton). Soit M € .#,(C) et soit y»s son poly-
noéme caractéristique. Alors y (M) = 0.



3 Approximations polynomiales

Théoréme 22 (polynémes de Bernstein). Soit f € C([0,1]) et posons pour
neN*:

Bylf1(x) = Z f(k) (n)xk(l—x)"_k, x€[0,1]
k=0 \nJ\k

le n—-ieme polynome de Bernstein associée a f. Alors on a la majoration
suivante::

1Bnlf1 = flloo < Z ‘“f(%)

Corollaire 23 (théoreme d’approximation de Weierstrass). Les polynomes
sont denses dans C([a, b]).

Corollaire 24. Lespace C([a, b)) est séparable.

Application 25 (théoreme des moments). Soit f: [0,1] — C continue telle
que VreN, [y f(t"dt=0. Alors f est nulle.

Application 26. L'ensemble des fonctions continues sur [0, 1] nulle part
dérivables est dense dans C([0, 1]).

Définition 27. Soit f € Lé”.
1. On définit le n-iéme coefficient de Fourier de f par c,(f) =

L [T f(neintdt.

2. On définit la N-ieme somme partielle de Fourier de f par S, f(¢) =
Y <N cn(f) e
3. On définit la N-iéme somme partielle de Fejér de f par onf =
—L_yN § f
N+1 &n=0°nJ
Théoréme 28 (Fejér).
1. Soit f € Cop, alorson f — f uniformément.

2. Soitfe Lgn avecp € [1,+o0o[, alorsonf — f dansLP.

Corollaire 29. Les polynomes trigonométriques sont denses dans Cyy et
dans Lfn.

Corollaire 30. Lapplication f — (c,(f)),z est injective.

Théoreme 31. La famille (e,) nez, 0l e, (t) = el est une base hilbertienne
del? .
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Corollaire 32 (Parseval). SifeLs ,[Ifl5=Y ezlcn( NI

Application 33. Si f € C}_, alors Sy f — f uniformément et dans L?.

4 Densité dans un espace de Hilbert

Définition 34. Un espace de Hilbert est un espace pré-hilbertien complet
pour la norme issue du produit scalaire.

Théoreme 35 (projection). Soit F un s.e.v. fermé d’'un espace de Hilbert H.
Alors pour tout x € H, il existe un unique pr(x) € F qui réalise la distance
dex aF. De plus pr(x) est caractérisé par pr(x) € F et x— pr(x) L F. Enfin,
on a la décomposition en somme directe H= F & F*.

Corollaire 36. Soit F uns.e.v. de H, alors H=F & F1. En particulier, F est
dense ssi F- = {0}.

Application 37 (échantillonnage de Shannon). Soit BL? = {u € L?>(R) |
Fu=0surR\[-m, 7]} Alors:

1. BL2< Cy(R).

2. BL? est un espace de Hilbert.

3. YueBIL?, u(x) = Y ez u(k) sinc(x— k) avec convergence uniforme et
L2 de la série.



Définition 38. Soit [ un intervalle de R et soit p : I — Rmesurable et stric-
tement positive. On dit que p est une fonction poids si pour tout 7 € N,
f] |x|" p(x)dx est finie. On note L2(1, p) 'espace des fonction de carré in-
tégrable sur I pour la mesure p(x)dx.

Proposition 39. 1%(I,p) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(f18p=/1Fx)gx)px)dx.

Théoréme 40. S'il existe a > 0 tel que [, e p(x)dx est finie, alors les po-
lynémes sont denses dans L2(1, 0).

Corollaire 41. Il existe une unique famille (P,) ,en de polynomes unitaires
orthogonaux deux a deux tels que deg P,, = n, obtenue par le procédé de
Gram-Schmidt appliqué a la base canonique de C[X]. Sous les hypotheses
du théoréeme précédent, cette famille est une base hilbertienne de1*(I, p).

Exemple 42. Pour I =R et p(x) = e les polyndémes orthogonaux as-
sociés sont appelés les polynémes de Hermite, notés (Hy)nen. C'est une

xl
base hilbertienne de 12(1, p). La famille (H,e™ z) est alors une base hil-
bertienne de L2(R).

Développements

1. Densité des fonctions continues nulle part dérivables sur [0, 1]. [26]

2. Densité des polyndmes dans L2(I, p). [40]
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