Lecon 110 : Structure et dualité des groupes abéliens
finis. Applications.

On considere G un groupe abélien fini, de cardinal 7.

1 Caracteres d'un groupe abélien fini

Définition 1. On appelle caractere de G un morphisme de G dans C*.
Lensemble des caractéres de G est noté G.

Proposition 2. Sur G, on définit la loi de composition interne - par
(x-9)(g) = x(8)@(g). Lensemble G muni de cette loi est un groupe, appelé
groupe dual de G.

Proposition 3. Les caracteres de G sont a valeurs dans le groupe des racines
n—-ieme de l'unité U,,.
Corollaire 4. Soientye GetgeG.
1. lx(@l=1.
2. x(g"=x@" =x(g).
Exemple 5. Si G est cyclique engendré par x, posons { une racine n-iéme

primitive de 'unité. Alors G est cyclique, engendré par y; oit y; (x*) = ¢*.
Ainsi, G et G sont isomorphes.

Lemme 6 (prolongement de caractéres). Soit H un sous-groupe de G. Tout
caractere de H se prolonge en un caractére de G.

Théoréme 7 (structure des groupes abéliens finis). 1l existe des entiers 1 <
di|---|d, tels que G soit isomorphe au produitZ/diZ x - -- x Z/ d,Z. De plus,
les entiers dy, ..., dy sont uniques, on les appelles les invariants de G.

Corollaire 8. Les groupes G et G sont isomorphes. En particulier, ils ont
méme cardinal.

Remarque 9. Ce serait faux si G n’était pas abélien : pour n > 3, les seuls
morphismes de G,, dans C* sont le morphisme trivial et la signature mais
&, n'est pas de cardinal 2.

Exemple 10. A isomorphisme pres, il n'y a que 6 groupes abéliens d’ordre
600 = 23 x 52 x 3. Ses invariants possibles sont : (600), (5;120), (2;300),
(10;60), (2;2;150) et (2;10;30).

Application 11. Soit K un corps fini, alors K* est un groupe cyclique.

2 Bidual et orthogonalité des caracteres

Définition 12. On appelle groupe bidual de G le groupe dual de G.

Proposition 13. Le groupe G est isomorphe a son bidual via lisomor-
phisme suivant :

~
N

G — G
g — (x—x®)

Définition 14. On note C[G] I'’ensemble des fonctions de G dans C. On
définit sur C[G] un produit scalaire hermitien :

1 _
@x;ﬂx)g(x)

flg=
Si g € G, on note ¢ € C[G] la fonction qui vaut 1 sur g et 0 ailleurs.
Lemme 15. Soit y € G, alors 2 gec X(8) vaut |Gl siy =1 et 0 sinon.

Théoréme 16. Les éléments de G forment une base orthonormée de C|[G].

Corollaire 17. Soient g, h € G, alors eré x(@yx(h) vaut |G| sig=het0
sinon.



3 Transformation de Fourier

Définition 18. Soit f € C[G] et soit y € G. On définit le coefficient de Fou-
rier de f par cf(x) = (f | ). On définit alors I'application transformation
de Fourier & par :
F: ClG] — CIG]
o= f
olt f est définie par f(x) = 1Glcp(¥) = Lrec F(Ox(X).

Théoréme 19. La transformée de Fourier vérifie :
1. & est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
2. Laréciproque est donnée par f = eré crix = ﬁ eré f()())(‘l.
3. & est (presque) une isométrie: {f | g)g = ﬁ(f | g>é.
Définition 20. Soient f, g € C[G], on définit le produit de convolution f*g

par:

fxrgx)=Y fwgk) =Y flgxh™)
hk=x heG

Proposition 21. Le produit de convolution est unitaire, commutatif, asso-
ciatif et bilinéaire. On munit ainsi C[G] d’'une structure d’algebre.

Théoreme 22. Soient f, g € C[G], alorsf/:k\g = fg etcr.g=1Glcy-cqg.

Définition 23. Soit H un sous-groupe de G, on appelle orthogonal de H
le sous-groupe de G défini par H = {y e G|Vhe H, y(h) = 1}.

Lemme 24. On a un isomorphisme H+ = G/H.

Théoreme 25 (formule de Poisson). Soit H un sous-groupe de G. Si f €
CI[G], alors :

1 1 “
VxeG, — h)=— X
€0 T &, T = g 2 T

Application 26 (transformée de Fourier rapide). Soit G = G, = Z/nZ ou
n = 2% Soit f € C[G] et soient w une racine n-ieme de I'unité et y,, le ca-
ractere associé. Notons %, la transformation de Fourier sur G,. On définit
Jpair €t fimpair dans C[Gq-1] par fpair(p) = f(2p) et fimpair(p) = f2p +1).
Alors:
Falf1(Xw) = Fa [fpair] (Xw2) T 0 Faq1 [ﬁmpair] (Xw?)

On en déduit une méthode de calcul par récurrence de %,[f], de com-
plexité O(nlog, n).

4 Dualité sur les corps finis

Soit p un nombre premier et soit g = p”. On considére dans cette sec-
tion le corps fini F;. Celui-ci est muni de deux structures de groupe : une
structure de groupe additif (F,, +) et une structure de groupe multiplicatif
(F, x).

Définition 27.
1. Les éléments de ﬁ:, sont appelés les caracteres additifs. Ce sont les
morphismes v : F; — C*.
2. Lesélémentsde 1537 sont appelés les caracteres multiplicatifs. Ce sont
les morphismes y : F; — C*.
Proposition 28. PuisqueF est cyclique, soit{ un générateur deF,, de sorte
queFg =1{1,(,... ,(972}. Les q — 1 caracteres multiplicatifs sont donnés par
lesy;j:
2im
Vj€el0,...,q—2}, x;(¢5) = er1/F
Définition 29. Soit a € F,, on appelle trace de « sur F, le nombre Tr(a) =
a+al+--+al .

Proposition 30. La trace est une forme Fy,-linéaire non nulle a valeurs
dansF,.



Définition 31. On définit le caractére additif canonique v, par v (x) = Développements

2in
er ]T(x{

Théoréme 32. Soit a € ¥y, l'application v, définie par v ,(x) = y1(ax)
est un caractere additif. Réciproquement, tout caractere additif est de cette
forme. Lapplication a — v 4 est un isomorphisme entreF; etf;.

Définition 33. Soient y € 1/33, ety € 15;. On définit la somme de Gauss
G(y,v) par:
Gy = ) x(yw)

xeF;
Proposition 34. Soit y € F%, alors y = %Zwefq Gy, v)v.

Proposition 35. Soient y € 1/35 ety e F;.
1. Sia,beFy, alors G(Y, ¥ ap) = x(@) G(Y, ¥p).
2. G y)=xDGQ ).
3. G(Xy) =x-DGLW.

Proposition 36. Soient y € I/JE ety e 1/3;.

qg-1 siy=yoety =1y
Gy =4 -1 siy=xoety#yo
0 six#xoety=1vyo

Dans les autres cas, IG()(,w)I2 = (. De plus, si x # xo et v # Wy, alors
G, WG, w)=qx(-1).

Proposition 37. Soit y € ﬁz et soit m son ordre, c'est-a-dire le plus petit
entier k € N* tel que y* = yo. Alors y(—=1) = =1 ssi m est pair et %1 est
impair.

Remarque 38. Les sommes de Gauss et leurs propriétés sont des ingré-
dients essentiels d'une preuve de la loi de réciprocité quadratique.

1. Prolongement de caractéres et structure des groupes abéliens finis.
(71

2. Formule de Poisson discrete. [25]
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