Lecon 106 : Groupe linéaire d’'un espace vectoriel de di-
mension finie E, sous-groupes de GL(E). Applications.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie 7 sur un corps K.

1 Définitions

Définition 1. On appelle groupe linéaire de E, noté GL(E), le groupe des
automorphismes linéaires de E. On note GL,(K) le groupe des matrices
carrés inversibles de taille 7 a coefficients dans K.

On appelle groupe spécial linéaire de E, noté SL(E), le sous-groupe des
éléments de GL(E) de déterminant 1. On note SL, (K) le sous-groupe des
matrices inversibles de déterminant 1.

Proposition 2. Sion fixe une base de E, on obtient un isomorphisme entre
GL(E) et GL,(K), ainsi qu'entre SL(E) et SL,(K).

Proposition 3. On a une suite exacte 1 — SL(E) — GL(E) - K* — 1 et
GL(E) est le produit semi-direct de SL(E) parK*.

Proposition 4. Soit g = p"" avec p premier.

1. #GLy(Fg) = (q" - 1)(q" - @)+ (q" — g" 7).
#GL, (B,)

2. #SLy(Fg) = =25

Proposition 5. Le sous-groupe S < GL,,(Fp,) des matrices triangulaires su-
périeures a diagonale unité est un p-Sylow de GL,,(F).

2 Générateurs de GL(E) et de SL(E)

Définition 6. On appelle matrices élémentaires les trois types de matrices
suivants :

I
1. On appelle matrices de dilatation les matrices ng; = [ "a L ]
’ k—i-1
avec a € K*.

2. On appelle matrices de transvection les matrices Tl.(];.)

5= Lkt BEi;
avec feK* eti #j.

3. On appelle matrices de permutation les matrices P§]C].) = Pj.ki) de la
forme:
Iia

0 1

Ij—iy

1 0

Ti-j—1
Proposition 7. Soit M € .y, (K). Les opérations élémentaires sur les lignes
de M sont obtenues par multiplication a gauche par des matrices élémen-
taires :

Matrice | DY"M T M P M
i,a i,j,p i,Jj
Opération || Ly —alL; | Ly — L; + ﬁLj L;— Lj

De méme, les opérations élémentaires sur les colonnes de M sont obtenues
par multiplication a droite par des matrices élémentaires :

Matrice MDEp ; mT? mpP
, i, L]
Opération | C; —aC; | C; «—C,~+/5C,- Ci—Cj
Lemme 8. Les marrices [ ° §] et [} %] sont des produits de matrices de

transvection.

Théoreéeme 9. Le groupe SL;,(K) est engendré par les matrices de transvec-
tions. Le groupe GL,, (K) est engendré par les matrices de transvections et les
matrices de dilatation.

Proposition 10. Soit H un hyperplan de E et soit u € GL(E) tel que ujg =
idy. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. detu=A#1.



2. u admet une valeur propre A # 1 et u est diagonalisable.
3. D=Im(u-id) € H.
4. Ilexiste une base dans laquelle u a pour matrice une matrice de dila-
tation.
Dans ces conditions, on dit que u est une dilatation d’hyperplan H =
ker(u —1id), de droite D et de rapport A.

Proposition 11. Deux dilatations sont conjuguées ssi elles ont méme rap-
port.

Proposition 12. Soit H =ker f un hyperplan de E et soit u € GL(E) tel que
w g =1idg et u #id. Les assertions suivantes sont équivalentes :

detu=1.

u n'est pas diagonalisable.

D=Im(u-id) € H.

Il existea€ H non nul tel queVx € E, u(x) = x+ f(x)a.

SIS

1l existe une base dans laquelle u a pour matrice une matrice de
transvection.

Dans ces conditions, on dit que u est un transvection d’hyperplan H et de
droite D.

Proposition 13. Soitt une transvection d’hyperplan H et de droite D et soit
u € GL(E). Alors utu™! est une transvection d’hyperplan u(H) et de droite
u(D).

Théoreéme 14. Le groupe SL(E) est engendré par les transvections. Le

groupe GL(E) est engendré par les transvections et les dilatations.

Lemme 15. Soit u € GL(E) tel que pour toute droite D de E, u(D) < D. Alors
u est une homothétie.

Théoréme 16. Le centre Z de GL(E) est formé des homothéties. Le centre de
SL(E) est Z N SL(E), il est isomorphe a 1,(K) l'ensemble des racines n—-ieme
de l'unité dans K.

3 Groupe linéaire sur Ret C

On suppose a présent que K = R ou C. On munit I'espace .4, (K) d’'une
norme quelconque.

Proposition 17. Le groupe GL,,(K) est un ouvert dense dans 4 ,(K).
Application 18. Soient A, B € #,(K), alors Y o = ¥BA-

Proposition 19. Les groupes GL,(C), SL,(C) et SL,(R) sont connexes par
arcs.

Proposition 20. Le sous-groupe SL;,(R) est une sous-variété de dimension
n? -1 de ., (R). Son espace tangent en l'identité est I'espace des matrices
de trace nulle.

Lemme 21. Une matrice N € ., (C) est nilpotente ssi pour tout k € N*,
Tr(N*) = 0.

Théoreme 22 (Burnside). Tout sous-groupe de GL,,(C) d’exposant fini est
un sous-groupe fini.

4 Groupe orthogonal

On considere maintenant E un espace euclidien de dimension 7.

Définition 23. On appelle groupe orthogonal de E, noté O(E), le sous-
groupe de GL(E) des endomorphismes u tels que Vx, y € E, (u(x) | u(y)) =
x|y

On note O,(R) le sous-groupe de GL,(R) formé des matrices Q telles que

tQQ =1Ip.

Proposition 24. Si on fixe une base orthonormeée de E, alors O(E) est iso-
morphe a O, R).



Proposition 25. O, (R) est un sous-groupe compact de GL, (R). Développements

Définition 26. On appelle réflexion une symétrie orthogonale par rapport 1. Théoreme de Burnside. [22]
a un hyperplan. On appelle retournement une symétrie orthogonale par

rapport a un sous-espace de dimension n —2. 2. Décomposition polaire. [33]

Théoréme 27. Soit u € O(E), notons r =rg(u—idg). Alors u s'écrit comme
le produit d’exactement r réflexions, et ce nombre est minimal.

Corollaire 28. Sin > 3, SO(E) est engendré par les retournements.

Proposition 29. O, (R) est une sous-variété de dimension w de 4, (R).
Son espace tangent en Uidentité est l'espace des matrices antisymétriques.

Théoreme 30 (réduction des isométries). Soit u € O(E), alors il existe une
base orthonormée dans laquelle u a pour matrice :

&1

cosf; —sinf;

R avece; € {xl} et Rj = sinf; cos6;

] avec®; #0[n].

.Rs

Corollaire 31. Le sous-groupe SO, (R) est connexe par arcs.
Application 32. Le groupe SO3(R) est simple.
Théoréme 33 (Décomposition polaire). Lapplication :

0,(R) x #*(R) — GL,(R)
(Q,5) — QS

est un homéomorphisme.

Corollaire 34. GL, (R) admet deux composantes connexes par arcs : GL;; (R)
etGL, (R).

Corollaire 35. Si G est un sous-groupe compact de GL,,(R) et si G contient
0,[®R), alors G=0,R).
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