Lecon 105 : Groupes de permutations d'un ensemble
fini. Applications.

Pré-requis: lanotion d’action de groupe ainsi que les théorémes de Sylow.

1 Le groupe symétrique

Définition 1. Soit X un ensemble fini de cardinal n, on appelle permu-
tations de X les bijections de X dans lui-méme. L'ensemble des permu-
tations de X muni de la composition est un groupe noté &(X). Si X =
{1,...,n}, on notera &,,.

Proposition 2. Si X est de cardinal n € N*, alors 6(X) et G, sont iso-
morphes.

Proposition 3. Le groupe &, est de cardinal n!.

Définition 4. Soit o € G, on appelle support de o I'ensemble supp(o) =
{kell,nl|o(k) # k}.

Définition 5. On dit que ¢ € G, est un k—cycle s'il existe iy,..., i} distincts
dans {1,...,n} tels que o (iy) = io, ..., 0(ix-1) = i, 0(ig) = i1 et si o fixe les
autres éléments. On note o = (i} --- i). On appelle transposition un cycle
de longueur 2.

Proposition 6. Deux cycles dont les supports sont disjoints commutent.
Proposition 7. Les k—cycles sont d'ordre k.

Proposition 8. Soit o € G,,. Alors l'action de &, sur [1; n] induit une ac-
tion de (o) sur [1;n]. Notons F,..., F; les orbites pour cette action et défi-

nissons :
x sixeF;

o(x) sixeF;

Ui(x):{

Alors les g sont des cycles d’ordre |F;|, disjoints, eto = o --- 0. Ainsi, toute
permutation se décompose en produit de cycles a supports disjoints. De
plus, la décomposition est unique a l'ordre des facteurs pres.

Corollaire 9. Soit o € G, que l'on décompose en o = cy--- ¢y produit de
cycles a supports disjoints. Alors l'ordre de o est le PPCM des ordres des c;.

Exemple 10.
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Sa décomposition en cycles disjoints est 0 = (1 7 3)o (254 9) et 0 est
d’ordre 12.

Proposition 11. Pour n > 3, le centre de &, est trivial.

Proposition 12.

1. Soito = (ay---ay) uncycleett € &,,. Alors le conjugué deo part est:
ot = (1(ar) - 1(ay)).

2. Dans Gy, les k—cycles sont conjugués.
Proposition 13 (générateurs de &,). Le groupe &, est engendrés par les
familles suivantes :

1. l'ensemble de toutes les transpositions;

2. l'ensemble des transpositions de la forme (1 i) pouri de2 an;

3. l'ensemble des transpositions de la forme (i i + 1) pouri del a n.

2 Legroupe alterné

Théoreme 14. Il existe un unique morphisme non trivial de S,, dans C*.
On l'appelle la signature et on la note €.
O’(i)—q’( J)

Remarque 15. La signature est donnée par €(0) = [I;<; == 7



Proposition 16. — les3—cycles:(123),(132),(124),(142),(134),(143),(234) et

1. Les transpositions sont de signature —1. 243).
2 S unk e al (@) = (C1)k+ Faisons la liste de ses sous-groupes :
. Sio estun k—cycle, alorse(o) = . (i ety
3. Sio =cy---cy avec les c; des cycles de longueur ¢;, alors : — iln'y a pas de sous-groupes d’ordre 6;
r — il y a un sous-groupe d’ordre 4 (les doubles transpositions + le
e(0) = H (-1 neutre) noté V4 qui est distingué;
i=1 — ilya4 sous-groupes d’ordre 3 qui sont engendrés par les 3—cycles et
qui sont conjugués (les 3-Sylow);
Exemple 17. . ) 4
1 23456789 — il y 3 sous-groupes d’ordre 2 engendrés par chacune des doubles
o=l 5 1 9 46 3 8 2 transpositions et qui sont conjugués.
Alors e(0) =1.

3 Sous-groupes et automorphismes de G,

Définition 18. On appelle groupe alterné le noyau de la signature. On le
note 2A,. Proposition 24. Le seul sous-groupe de S,, d'indice 2 estA,,.

Proposition 19. Sin > 2, le cardinal de 2, est %' Théoreéme 25 (Cayley). Tout groupe fini de cardinal n est isomorphe a un

sous-groupe de S,,.
Proposition 20 (générateurs de 2 ;).
Remarque 26. Ce théoréme est la premiere étape d’'une démonstrations

1. 2, est engendré par les produits de deux transpositions. L
" § p p p des théorémes de Sylow.

2. Pour n > 3,%,, est engendré par les 3—cycles.
. . N Thé 27. P =5, - Srivé >
3. Pourn>3,9,, est engendré parles (12 i) pouri de3 an. éoréme 27 ou/r'n > 5, le sous-groupe dérivé de 2l ,, est U, et pourn >

2, le sous-groupe dérivé de G, est ;.
Lemme 21. Soient ai,...,a,_» et by,...,b,_> deux listes d’éléments dis-

Théoréme 28. Pour n > 5, les sous-groupes distingués de S ,, sont {id}, A
tincts de {1,...n}. Alors il existe o € U, tel que o(a;) = b;. ~ group & " tidj, 2

et S,

éore . = ] : . e g . N
Théoréme 22. Pourn 25,2y, est un groupe simple Corollaire 29. Tout sous-groupe de G,, d’indice n est isomorphea G ,,_1.

Exemple 23 (Structure de 2,). 2, possede 12 éléments: Lemme 30. Si un automorphisme de S, transforme toute transposition en

— le neutre; .. . s
. . , transposition, alors il est intérieur.
— les doubles transpositions (éléments d’ordre 2) : (1 2)(3 4), (1 3)(2 4)
et (14)(23); Théoreme 31. Pour n # 6, les automorphismes de S, sont tous intérieurs.



4 Polyn6mes symétriques Développements

définition, polyndmes symétriques élémentaires, exemples pour n = 3, 1. 2, est simple pour n > 5. [22]
relations coefficients/racines, théoréeme de structure, sommes de Newton. 2. Pour 1 # 6, Aut(S,) = Int(S ). [31]
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