Fonction caractéristique C! sans moment

n
Théoréme. Soit (b,)n>0 une suite décroissante qui tend vers 0, on pose ¢, (t) = > by sin(kt).
k=0
Alors ¢y, converge localement uniformément sur R\ Z, et on a l’équivalence suivante :
(nby, — 0) <= (¢, converge uniformément sur R)

Corollaire. Soit C~' = Y Wg(k), et u la distribution de probabilité sur Z définie par
k>2

wu(n) = W%(Inl)' Soit ¢ sa fonction caractéristique, alors ¢ € C* et E[|u|] = oo.

ei(nt )t _q

n
Démonstration. Soit Sp(t) = > sin(kt), on a Sy(t) = Im*;—

k=0
1
[sin(t/2)]"
Une transformée d’Abel sur ¢,, donne

(somme géomé-

trique), donc |Sy,(t)| <

n

n—1
On(t) = Y (Sk(t) = Sk—1(t))bk = Sn(t)bn + D Sk(t)(br — br11)
k=0

k=0
Soit K un compact de R\ Z, § > 0 la distance entre K et Z. Le premier terme converge
uniformément vers 0 car |S,(¢)b,| < W, et le second terme est une somme qui
—1
converge absolument (car Z |Sk (1) (bg — br1)| < W donc uniformément, donc ¢y,

converge uniformément. Notons ¢ sa limite et R,, = ¢ — ¢, le reste, la méme transformée
d’Abel donne ’Rn( )| ~ m

(=)
2n
Si ¢, converge uniformément, alors v, (t) := > by sin(kt) converge uniformément vers
k=n-+1

0. En particulier, v, (g5) — 0, et :

D’ou le résultat.

(=)

¢ se prolonge naturellement a R de maniere continue par ¢(0) = 0 et ¢, converge donc
simplement vers ¢. La majoration |R,(t)| < |sm n’est pas suffisante pour avoir la
convergence uniforme : on découpe le reste en 2. %01t p > 0 que l'on fixe plus tard, on a

n+p

[Ra(t)] < > belsin(kt)| + [Rnsp(t)]
k=n+1
< kb|t] + ——2
et | sin(t/2)]



Soit € > 0, et N > 0 tel que pour tout n > N, nb, < e. Soit alors n > N, t € [-m, 7] :

Ru(®] < (ol + )

Avec p = E(1/t) + 1, on a une majoration suffisante, d’ou le résultat. O

Démonstration. La fonction caractéristique de p est ¢(t) = C Z kcgolso(gt On note ¢,

les sommes partielles, notons qu’il y a convergence absolue donc unlforme de la suite des
sommes partielles.

@ (t) = —C Z ;llngz';g donc ¢}, vérifie les hypotheses du théoréme et converge unifor-

mément vers une fonction continue, et ¢ est donc C!.
Une comparaison série/intégrale donne Z klog( ) > C'loglogy(n) — oo, ce qui prouve

le résultat. O



