Théoréme de I'élement primitif

Théoréme 1. Toute extension séparable de type finie est monogéne. En d’autres termes si L/ K est
une extension telle que L = K(ay, ..., a,) avec les a; séparables sur K (c’est-a-dire dont le polynome

minimal sur K est scindé a racines simples dans son corps de décomposition), alors il existe a € L
telle que L = K(a).

On ne fait la preuve que dans le cas d’un corps infini. Dans le cas de la caractéristique p, on peut
prendre pour élement primitif un générateur de F.

Démonstration. Soit K un corps infini. Raisonnons par récurrence sur le nombre de générateurs. On
note pour n € N* : S(n) l'assertion “Si L = K(ay,...,a,) est une extension algébrique de K avec au
moins (n — 1) des a; qui sont séparables, alors L/K est monogéne.”

e S(1) est vraie. Démontrons S(2). Soit L = K(a,b) algébrique avec b séparable. On pose P le
polynome minimal de a sur K et @) le polynéme minimal de b sur K. Soit n = deg(P) et m = deg(Q).

On note M le corps de décomposition de P(@). On note a; = a,...,a, les racines de P dans M. On
note by = b, ..., b, les racines de ) dans M. Comme b est séparable alors les b; sont distincts deux
a deux.

L’idée principale est de chercher un élement primitif v sous la forme a + ¢b pour un bon choix
de ¢ € K. Or il existe ¢ € K tel que a + ¢b # a; + cb; pour tout i € [1,n] et j € [2,m]. En effet les

élements ¢ de K ne convenant pas sont de la forme ¢ = =% qui sont donc en nombre fini. Or K est
J

infini donc un tel c existe.

Soit v = a + ¢b. Montrons que 7y est un élement primitif de L. K(y) = K(a,b)? On a déja
K(v) € K(a,b) car v = a + cb. Montrons maintenant que b € K (7). b est racine de Q € K(v)[X]
mais aussi de R(X) = P(y — cX) € K(7)[X]. On note S le pged de @ et R sur K()[X]. Alors si S
est de degré 1, b € K (7). Sinon S est de degré > 1. Or S divise Q(X) = [[/Z, (X — b;), donc il existe
b; racine de S avec j > 2. b; est alors aussi racine de R. Donc il existe i € [1,n] tel que v — cb; = a;.
C’est exclu par hypothése sur c. Donc b € K (7).

Ora=+v—cbe K(y). Donc | K(y) = K(a,b)|. On a démontré S(2).

e Supposons que S(n) soit vraie pour un n > 2. Démontrons S(n + 1). Soit L = K(aq,. .., Gp, Gpy1)
algébrique sur K. Quitte & permuter supposons que as,...,a,;1 soient séparables. Alors L; =
K(ay,...,a,) est monogéne par S(n). Il existe a € L tel que L1 = K(a). Donc L = Li(an41) =

K(a,ap11). Or a,4 est séparable donc d’aprés S(2), il existe v € L telle que | L = K(v) |

[]

[Le développement étant légéremment court, on propose un calcul explicite d’un élement primitif|

Exemple : Soient p et ¢ deux nombres premiers. Q(\/p, /q) = Q(v/? + /7).

Démonstration. On pose a = \/p++/q. On a Q(a) C Q(/p, /q)- Or (a—/p)* = ¢ = a® —2a,/p+p?,
donc /p € Q(a). De méme /g € Q(a). Donc |Q(a) = Q(/p, /1) |

]




Références :
— Gozard - Théorie de Galois

Remarques : Le théoréme précédent n’est pas “effectif” au sens ou il faut connaitre le corps de
décomposition des polynémes P et Q).
Il existe une autre démonstration basée sur la théorie de Galois (utilisant Gal(L/K)). Voir?

Exercice : Montrer que Q(y/p1,-..,v/Pn) = Q(y/P1 + -+ + /Pn) pour des nombres premiers p;
distincts deux a deux.

Exercice : Donner un exemple d’extension algébrique et non-monogéne.



