
Théorème de Fourier-Plancherel

Léo Gayral

2017-2018

ref : Rudin – Analyse réelle et complexe – p.225

Définition 1. Soit f ∈ L1(R). On pose par la suite f̂(ξ) =
∫
R

f(x)e−2iπξxdx

sa transformée de Fourier, et f̃(ξ) = f̂(−ξ) sa transformée inverse.

Lemme 1. Soit σ > 0. On définit gσ :
R → R+∗

x 7→ 1
σ
e−π

x2
σ2

une courbe gaus-

sienne.
— ||gσ||L1 = 1 pour tout σ > 0,
—

∫
|x|≥η

gσ −→
σ→0+

0 pour tout η > 0,

— ĝσ(ξ) = g̃σ(ξ) = e−πσ
2ξ2 = g1(σξ).

Cette famille de fonctions définit en particulier une approximation de l’unité.

Théorème 1. Soit f ∈ L1 ∩ L2. Alors f̂ ∈ L2 et ||f ||L2 = ||f̂ ||L2 .

Démonstration.
On va raisonner par unicité de la limite pour obtenir le résultat.

On pose ϕ(x) =
∫
R

f(y)f(x+y)dy = 〈f, τxf〉. Par continuité de
{
R → L2

x 7→ τxf

et inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit que ϕ ∈ C0(R,C), bornée par
||f ||2L2 . En particulier, ϕ(0) = ||f ||2L2 . Comme gσ est une approximation de
l’unité, et ϕ ∈ L∞ est continue en 0, on a la convergence de ϕ ∗ gσ(0) −→

σ→0+

ϕ(0) = ||f ||2L2 .

En outre, comme f et f(−•) sont dans L1, on a également ϕ(x) =
∫
R

f(x−

y)f(−y)dy =
[
f ∗ f(−•)

]
(x) d’où ϕ ∈ L1, et donc :

ϕ̂(ξ) = f̂(ξ)× f̂(−ξ) = f̂(ξ)× f̂(ξ) =
∣∣∣f̂ ∣∣∣2 (ξ) .

1



En particulier, ϕ̂ ≥ 0 est positive. Si on applique le théorème de Fubini à au
produit de convolution convergent ci-dessus, on a alors :

ϕ ∗ gσ(0) =
∫
R

ϕ(−t)gσ(t)dt
=

∫
R

ϕ(−t)
∫
R

g1(σx)e2iπxtdt

=
∫
R

g1(σx)ϕ̂(−x)dx

or g1 et ϕ sont positives, et à x fixé on a g1(σx) qui croît vers 1 en σ → 0+,
donc par convergence monotone, ϕ ∗ gσ(0) −→

σ→0+
||ϕ̂||L1 = ||f̂ ||2L2 .

Par unicité de la limite, ||f̂ ||L2 = ||f ||L2 <∞ et donc f̂ ∈ L2.

Lemme 2. L’ensemble L1 ∩ L2 est dense dans L2(R).

Démonstration.
Soit f ∈ L2(R). On considère fn = χ[−n,n]×f ∈ L2. Par convergence dominée,
fn

L2
−→
n→∞

f . En outre, ||fn||L1(R) = ||f ||L1([−n,n]) ≤
√

2n||f ||L2([−n,n]) <∞, donc
fn ∈ L1(R).

Théorème 2. La transformée de Fourier précédemment définie sur L1 ∩ L2

induit une unique isométrie F sur L2(R), appelée la transformée de Fourier-
Plancherel.

Démonstration.
F est une isométrie linéaire (donc uniformément continue) sur le sous-espace
L1∩L2 dense dans (L2, ||.||L2). Par théorème de prolongement, F est bien dé-
finie de façon unique en tant que prolongement de la transformée de Fourier.
F est en particulier une isométrie, donc injective.

Pour conclure, on admet que la restriction de F à l’espace de Schwarz
S(R) est une bijection, et que C∞c (R) est dense dans L2, ce qui donne la
surjection.
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