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Théorème 1. Soit P =
r∏
i=1

(X − ai)mi ∈ R[X] de degré au moins 2, avec
a1 < · · · < ar.

Alors la suite
{
x0 > ar
xn+1 = xn − P (xn)

P ′(xn)
est bien définie, strictement décrois-

sante, de limite ar.

Si mr = 1, la convergence est quadratique : xn+1 − ar = O
(
(xn − ar)2

)
.

Si mr ≥ 2, la convergence est géométrique : xn − ar = O
((

1− 1
mr

)n)
.

Démonstration.
Par le théorème de Gauss-Lucas, les racines de P ′ sont dans [a1, ar], et ar est
une racine de multiplicité mr − 1, donc il existe ε > 0 tel que :

ϕ : x 7→ x− P (x)
P ′(x) ∈ C

∞ (]ar − ε,∞[ ,R) .

On a ϕ′ = 1 − P ′2−P×P ′′

P ′2 = PP ′′

P ′2 > 0 sur ]ar,∞[ donc, pour x > ar, on
a ϕ(x) > ϕ (ar) = ar. Enfin, comme le coefficient dominant de P et P ′ sont
positifs et qu’on se trouve à droite des racines, on a ϕ(x) < x sur ce domaine.

Ainsi, si xn ∈ ]ar,∞[, alors xn+1 := ϕ (xn) ∈ ]ar, xn[. En particulier, (xn)
converge en décroissant strictement vers x∞ ∈ [ar, x0], qui est un point fixe
de ϕ par continuité, donc nécessairement x∞ = ar.
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Supposons mr = 1. Dans ce cas, ϕ′ (ar) = P (ar)× P ′′(ar)
P ′(ar)2 = 0. En faisant

un développement limité à l’ordre 2, on en déduit que ϕ (xn) = ϕ (ar) +
ϕ′′ (ar)× (xn−ar)2

2 + o
(
(xn − ar)2

)
. Par définition de xn+1 = ϕ (xn) on a donc

xn+1−ar

(xn−ar)2 −→
n→∞

ϕ′′(ar)
2 , d’où le résultat voulu. On a de plus ϕ′′ (ar) = P ′′(ar)

P ′(ar) 6= 0,
donc cette vitesse de convergence est optimale.

Supposons maintenant mr ≥ 2. Comme ar a la multiplicité mr−2 dans
P ′′, on en déduit que la fraction rationnelle ϕ′ = PP ′

P ′2 n’a pas de racine en ar,
ϕ′ (ar) 6= 0.

On considère Q = P
(X−ar)mr ∈ R[X], de sorte que ϕ = X − P

mrQ+(X−ar)Q′ .
On a alors :

ϕ′ = 1− [(X−ar)Q]′(mrQ+(X−ar)Q′)−(X−ar)Q×[mrQ+(X−ar)Q′]′

(mrQ+(X−ar)Q′)2

= 1− mrQ2+(X−ar)×[··· ]
m2

rQ
2+(X−ar)×[··· ]

et en particulier ϕ′ (ar) = 1 − 1
mr
∈
[

1
2 , 1

[
. Comme précédemment, à l’ordre

1 on a xn+1−ar

xn−ar
−→ ϕ′ (ar) = 1− 1

mr
, donc une convergence à vitesse linéaire.

Plus précisément, posons εn = xn−ar. La convergence linéaire précédente
nous donne, à partir d’un rang, εn+1 ≤ cεn pour c ∈ ]ϕ′ (ar) , 1[ quelconque.
On en déduit que la famille εn = O (cn) est sommable. Si on monte à l’ordre
2, on a alors εn+1 = ϕ′ (ar) εn +O (ε2

n) donc, en passant au logarithme :

ln (εn+1)− ln (εn) = ln (ϕ′ (ar)) + ln (1 +O (εn))
= ln (ϕ′ (ar)) +O (εn)

comme tout O (εn) donne à nouveau une famille sommable, on en déduit qu’il
existe λ ∈ R tel que ln (εn)− n ln (ϕ′ (ar)) −→

n→∞
λ et donc, par continuité de

l’exponentielle :
(xn − ar) ∼ eλ

(
1− 1

mr

)n
.

Remarque 1. Un cas particulier de cette méthode est la méthode de Hé-
ron, connue depuis l’antiquité, qui approche la valeur de

√
a en partant du

polynôme X2 − a et de x0 = a+ 1 >
√
a.
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