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Définition 1. Soit f : R→ C. On dit que f est n-dérivable en 0 si :
— Il existe un voisinage U de 0 tel que f ∈ Cn−2(U,C),
— f (n−2) est dérivable sur U ,
— f (n−1) est dérivable en 0.

Théorème 1. Soient X une variable aléatoire réelle et ϕ(t) = E
[
eitX

]
sa

fonction caractéristique.

Si X admet un moment d’ordre n, alors ϕ ∈ Cn(R,C) et pour k ∈ J0, nK
on a :

ϕ(k)(t) = ikE
[
XkeitX

]
et en particulier, ϕ(k)(0) = ikE

[
Xk
]
.

Réciproquement, si ϕ est 2n-dérivable en 0, alors X admet un moment
d’ordre 2n.

Démonstration.
Si ϕ admet un moment d’ordre n, en tant que variable aléatoire elle a des
moment pour tout ordre k ∈ J1, nK. On considère en outre l’application :

ψ : R× Ω → C

(t, ω) 7→ eitX(ω)

de sorte que ϕ(t) = E[ψ(t)]. A ω ∈ Ω fixé, ψ est Cn selon t. D’autre part,
pour k ≤ n, les variables aléatoires

(
∂kt ψ(t)

)
t∈R

sont toutes dominées par
Xk ∈ L1(Ω). Par théorème de dérivation sous l’intégrale, on en déduit ϕ ∈ Cn
et ϕ(k)(t) = E

[
∂kt ψ(t)

]
.
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Montrons le sens réciproque par récurrence sur n. Si n = 0, on n’a rien
à montrer. Supposons le résultat vrai au rang n, et ϕ une fonction 2(n+ 1)-
dérivable en 0. Par hypothèse de récurrence, X a un moment d’ordre 2n et
donc ϕ(2n)(t) = E

[
X2neitX

]
. En outre, ϕ(2n) est 2-dérivable en 0, donc elle y

admet un développement de Taylor à l’ordre 2 :

ϕ(2n)(t) = (−1)nE
[
X2n

]
+ at+ bt2 + o

(
t2
)

dont on déduit ϕ(2n)(t)+ϕ(2n)(−t)−2ϕ(2n)(0)
t2

= 2b + o(1). En revenant au forma-
lisme des probabilités, on a donc :

E

[
(−1)nX2n e

itX + e−itX − 2
t2

]
−→
t→0+

2b ,

d’où la convergence de l’espérance des variables aléatoires positives :

E

[
X2n × 1− cos(tX)

t2

]
→ (−1)n+1b ≥ 0 .

Comme cos(αx) = 1− α2

2 x
2 +O (x4), par le lemme de Fatou :

E
[
X2(n+1)

]
= E [X2n ×X2]
= E

[
X2n × 2 lim inf 1−cos(tX)

t2

]
≤ 2× lim inf E

[
X2n × 1−cos(tX)

t2

]
≤ 2× (−1)n+1b
< ∞

d’où le résultat voulu.
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