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On notera (- | -) le produit scalaire canonique sur R” et ||-|| la norme euclidienne. Si £ € Z(R"), on
notera ||Z|| = SUp | =1 I€(x)|| la norme subordonnée.

Théoréme. Soit f : R" — R" de classe C! telle que pour tout x € R", df (x) € O, (R). Alors f est une isomé-
trie affine.

Démonstration. Pour tout x € R”, df(x) € O, (R) donc ||df(x) |l = 1. Par 'inégalité des accroissements
finis :
VX, yeR" IIfxX) - fMI<llx—yll

Soit a € R"". Comme df(a) € O,(R) < GL,(R), on peut appliquer le théoreme d’inversion locale :
il existe U, voisinage ouvert de a dans R” et il existe V,; voisinage ouvert de f(a) dans R” tels que la
restriction fjy, : U, — Vj, soit un difféomorphisme. Quitte a réduire U,, on peut supposer que V, est
une boule ouverte, donc convexe. Notons g : V,, — U, I'application réciproque. Alors la différentielle de
g estdonnée par:
Vxe U, dg(f(x)=df(x) " €0,R)

Ainsi pour tout u € V, lldg(w)ll = 1 et par I'inégalité des accroissements finis (convexité de V) :
Vu,ve Vg, lIgw) —g)l < llu—-vll
Donc pour tous x, y€ R :
lx=yll = g(f@) - g <If@ - fl

On a ainsi montré que pour tous x, y € Uy, || f(x) = fW)I = llx—yll.
Réécrivons cette derniere égalité avec le produit scalaire :

VX, y€Un (f)=fW) | f) = fW)=(x—ylx—y)
On différentie cette égalité en x :
YheR", 2(df(x).h| f(X) - f())=2(h|x-y)
On différentie alors cette égalité en y :
VYh' eR", —4(df(x).h | df(y).h") = -4(h| 1)
On a ainsi montré que pour tous i, ' € R”, (df(x).h | df().h') = (h| K. Alors pour tout h € R" :
Idf(x).h—df @).hl* = Idf x).hI* = 2{df(x).h | df ().h) + Idf )
= |h* =2¢h | hy+ | h))?
=0

Donc pour tous x, y € Uy, df (x) =d f(y).

Posons E = {x € R" | df(x) = df(0)}. D’apres ce que précede, E est un ouvert de R”. De plus, f est de
classe C! donc I'application x — df(x) est continue. Ainsi, E est un fermé de R". Par connexité de R”, on
conclut que E = R". Posons ¢(h) = df(0).h; alors f—¢ est différentiable de différentielle nulle sur R”. Par
connexité, f—¢ est constante sur R”. Notons c cette constante, alors pour tout x € R”, f(x) = (x)+c. O
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