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Théoreéme. Les groupes D4 et Hg ont la méme table de caracteres.

Démonstration. Soit G un groupe non abélien d’ordre 8. Notons Z le centre de G, alors | Z| € {1,2,4, 8}.
Comme G n’est pas abélien, G/ Z ne peut pas étre cyclique donc | Z| € {1,2}. De plus, G est un 2-groupe,
son centre n'est donc pas trivial. Donc |Z| =2 et G/ Z = (Z/27)2.

Le groupe (Z/2Z)? posséde 4 représentations irréductibles, de degrés 1 et celles-ci sont déterminées
par (1,0) — %1 et (0,1) — *1. Par passage au quotient G — G/Z — C*, on en déduit 4 représentations
irréductibles de degrés 1 du groupe G. Comme la somme des degrés des représentations irréductibles de
G vaut 8, il reste ou bien 4 autres représentations irréductibles de degrés 1, ou bien un représentation ir-
réductible de degré 2. Le premier cas est excly, sinon G serait abélien. Donc G possede 5 représentations
irréductibles, quatre de degrés 1 et une de degré 2.

Notons Z = {e, z} et a, b, c des représentants des classes non triviales de G modulo Z. Ainsi, on a
G/ Z = {{e, z4ia,zal,{b,zb},{c, zc}}. Regardons les classes de conjugaison de G. Il yen a 5 : deux classes
de cardinal 1 ({e} et {z}), et trois autres classes. La projection canonique G — G/ Z envoie surjectivement
les classes de conjugaison de G sur les classes de conjugaison de G/ Z (la classe de conjugaison de x est
envoyée sur la classe de conjugaison de x). Puisque G/ Z est abélien, ses classes de conjugaison sont ses
singletons. Ainsi, les trois classes de conjugaison non triviales de G sont envoyées sur les trois classes de
G/ Z différentes du neutre. Donc les classes de conjugaison de G sont {e}, {z}, {a, za}, {b, zb} et {c, zc}.

On remplit alors la table de caractére de G avec les caracteres de (Z/ 27)? puis on trouve la derniére
ligne a'aide de la formule }_; n;y;(g) =0si g #e.
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Cherchons les représentations irréductibles du groupe D4. On rappelle que D4 est I'ensemble des
isométries d'un carré, ses éléments sont :

— idle neutre;

— 11, 1, = —id et r3 les rotations d'un quart de tout, d'un demi-tour, de trois quarts de tour;

— 5 et sy les symétries axiales par rapport aux médiatrices;

— d et d, les symétries axiales par rapport aux diagonales.
Les classes de conjugaisons de D4 sont {id}, {—id}, r = {r1, 3}, s = {51, $2} et d = {d;, d»}. L'action naturelle
de D4 sur le carré donne la représentation irréductible de degré 2, notée ppat : D4 — O2(R) définie par:
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Le déterminant nous donne alors une représentation irréductible de degré 1 : D4 — O, (R) — {£1}. Lac-
tion de Dy sur le carré induit une permutation sur les sommets du carré. La signature de cette per-

mutation fournit alors une autre représentation irréductible de degré 1 : Dy — &4 — {£1}. La derniere
représentation de degré 1 non triviale est alors donnée par le produit de ces deux représentations.
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