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Lemme 1. Soit p premier impair, alors pour toutk > 1, (1 + p)”k =1+ Ap*T avec pfA.

Démonstration. Par récurrence sur k.
— Si k=1, par le bind6me de Newton :

p-1 )
A+pP=1+p*+ Y (’.’)p’w”
i=2 \ !

Or pour i € {2,...,p—1}, p divise () donc p? divise (¥)p’. De plus, comme p > 3, p* divise p”.
Ainsi, 1+ p)P =1+ p? +up® =1+ 1 +up)p?.

k+1

— Supposons que (1 + p)”k =1+ Ap"* avec p qui ne divise pas A. Alors :

(1+P)pk+1 _ ((1 _’_p)pk)lJ

_ (1 +;ka+1)p

p o
=1 +/1].’7k+2 + Z (’;)Alpl(kﬂ)
i=2
=1 +/1Pk+2 + upk+3
=1+ A+ up)pc+?
Comme p ne divise pas A, alors p ne divise pas (1 + up).
O

Lemme 2. Soit G un groupe et soient x et y dans G qui commutent, d’ordres respectifs p et q, avec p et q
premiers entre eux. Alors xy est d'ordre pq.

Démonstration. Comme x et y commutent, (xy)”? = xP y7 =1 donc xy est d’ordre fini n, et n divise pq.
Montrons que pq divise n.

Puisque 1 = (xy)" = x"*y", en élevant a la puissance ¢, on obtient 1 = x"*9. Donc p divise nq. Or p et
g sont premiers entre eux, donc p divise n. De méme, on en déduit que g divise n. Ainsi, p et g divisent
n, et p et g sont premiers entre eux, donc pgq divise n. O

Théoréeme. Soit p premier impair et soit & > 1. Alors (Z/ p®Z)* est cyclique, isomorphe aZ/p(p®)Z.

Démonstration. Pour démontrer le théoreme, il suffit de trouver un élément de (Z/ p*Z)* qui soit d’ordre
PP =p*(p-D.

Dans un premier temps, montrons que (1 + p) est d’ordre p*~! dans (Z/ p*Z)*. En effet, d’apres le
lemme 1, on écrit (1 + p)"’gH =1+Ap%=1 (mod p%.Donc (1+ p) est d’ordre pf avec f < a—1. Suppo-
sons par 'absurde que § < a — 1. Alors on écrit 1 = (1 + p)”ﬁ =1+ pupP*! avec p qui ne divise pas p. Ainsi,
p® devrait diviser upP*!. Puisque B+ 1 < a et que p ne divise pas y, c’est impossible. Donc (1 + p) est
d’ordre p*~1.

Considérons n : Z — Z/ pZ la projection canonique. C’est un morphisme d’anneaux surjectif et on a
l'inclusion p®Z < pZ = kern. Par le théoréme de factorisation, on en déduit un morphisme d’anneaux
surjectif Z/ p*Z — Z/ pZ. Celui-ci induit un morphisme de groupes surjectif y : (Z/ p*Z)* — (Z/ pZ)*.



Comme (Z/ pZ)* est cyclique ! d’ordre p — 1 et que v est surjectif, il existe x € (Z/ p*Z)* tel que ¥ (x)
soit d'ordre p — 1 dans (Z/pZ)*. Notons n 'ordre de x; alors p — 1 divise n. En effet, 1 = w(x") = y¢/(x)"
donc n est divisible par 'ordre de ¥ (x), c’est-a-dire par p — 1. Puisque (x) est cyclique d’ordre 7 et que
p — 1 divise n, il existe un unique sous-groupe de (x) d'ordre p — 1.

On considere y un générateur de ce sous-groupe. Alors y est d’ordre p — 1. Par ailleurs, on avait
montré que (1+ p) était d’ordre p“‘l. D’apres le lemme 2, y(1+ p) est d’ordre p“‘l (p—1) dans (Z/ p“Z)*.
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Référence
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1. je mets ce résultat dans le plan, je ne le démontre pas dans le développement.



