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Définition. On note (Bp ) les polynômes de Bernoulli périodisés et bp = Bp (0) les nombres de Bernoulli.

Théorème (formule d’Euler–Maclaurin). Soient m < n des entiers et soit r ∈ N∗. Soit f : [m,n] → C de
classe Cr . Alors :

n∑
k=m

f (k) =
∫ n

m
f (t )dt + f (m)+ f (n)

2
+

r∑
p=2

bp

p !

[
f (p−1)(n)− f (p−1)(m)

]+Rr

où le reste Rr est donné par :

Rr = (−1)r+1

r !

∫ n

m
Br (t ) f (r )(t )dt

Démonstration. Par récurrence sur r :
— Cas r = 1. Soit k ∈ [[m,n −1]]. Par définition, pour tout x ∈ ]0,1[, B1(x) = x − 1

2 . Ainsi, en intégrant
par parties : ∫ k+1

k
f (t )dt =

∫ k+1

k
B ′

1(t ) f (t )dt

=
[

B1(t ) f (t )
]k+1

k
−

∫ k+1

k
B1(t ) f ′(t )dt

= f (k)+ f (k +1)

2
−

∫ k+1

k
B1(t ) f ′(t )dt

En sommant pour k allant de m à n −1 :∫ n

m
f (t )dt =

n∑
k=m

f (k)− f (m)+ f (n)

2
−

∫ n

m
B1(t ) f ′(t )dt

— Supposons le résultat vrai au rang r − 1 et montrons-le au rang r > 1. Soit k ∈ [[m,n − 1]]. En
utilisant le fait que B ′

r = r Br−1 et Br (0) = Br (1) = br , et en intégrant par parties :

1

(r −1)!

∫ k+1

k
Br−1(t ) f (r−1)(t )dt = 1

r !

∫ k+1

k
B ′

r (t ) f (r−1) dt

= 1

r !

[
Br (t ) f (r−1)(t )

]k+1

k
− 1

r !

∫ k+1

k
Br (t ) f (r )(t )dt

= br

r !

[
f (r−1)(k +1)− f (r−1)(k)

]− 1

r !

∫ k+1

k
Br (t ) f (r )(t )dt

En multipliant par (−1)r et en sommant pour k allant de m à n −1 :

Rr−1 = (−1)r br

r !

[
f (r−1)(m)− f (r−1)(n)

]+Rr

Si r est pair, alors (−1)r br = br et si r est impair, (−1)r br = 0 = br . On obtient la formule voulue.

1



Application. Notons Hn =∑n
k=1

1
k , alors on a le développement asymptotique lorsque n →+∞ :

Hn = logn +γ+ 1

2n
−

r−1∑
k=1

b2k

2k

1

n2k
+O

(
1

n2r

)

Démonstration. On applique la formule d’Euler–Maclaurin à f (t ) = 1
t sur [1,n]. Les dérivées de f sont

données par f (p)(t ) = (−1)p p !
t p+1 . La formule s’écrit :

Hn = logn + 1+ 1
n

2
+

r∑
p=2

bp

p !

[
(−1)p−1(p −1)!

np − (−1)p−1(p −1)!

]
+ (−1)r+1

r !

∫ n

1
Br (t )

(−1)r r !

t r+1 dt

Hn = logn +
(

1

2
+

r∑
p=2

(−1)p bp

p
−

∫ +∞

1
Br (t )

dt

t r+1

)
︸ ︷︷ ︸

=γr

+ 1

2n
+

r∑
p=2

(−1)p−1 bp

p

1

np +εr (n)

où εr (n) = ∫ +∞
n Br (t ) dt

t r+1 . Comme Br est borné sur R, on a
∣∣εr (n)

∣∣6 M
∫ +∞

n
dt

t r+1 = O
( 1

nr

)
. Ainsi :

Hn = logn +γr + 1

2n
+

r−1∑
p=2

(−1)p−1 bp

p

1

np +O

(
1

nr

)

Enfin, γr = lim(Hn − logn) = γ et si p est impair alors bp = 0, donc pour tout r > 1 :

Hn = logn +γ+ 1

2n
−

r−1∑
k=1

b2k

2k

1

n2k
+O

(
1

n2r

)

Références

— DEMAILLY, Analyse numérique et équations différentielles.
— GOURDON, Les maths en tête, analyse.

2


