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Définition. Soient a,λ des réels strictement positifs, on appelle loi gamma de paramètres a et λ, notée
Γ(a,λ), la loi de densité fa,λ par rapport à la mesure de Lebesgue.

fa,λ(x) = λa

Γ(a)
xa−1 e−λx 1x>0

Notons que la loi Γ(1,λ) est la loi E (λ).

Lemme (stabilité de la loi gamma). Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, de lois respec-
tives Γ(a,λ) et Γ(b,λ). Alors X +Y suit la loi Γ(a +b,λ).

Démonstration. Les variables X et Y sont indépendantes donc la densité de X + Y est le produit de
convolution fa,λ∗ fb,λ. Pour x 6 0, ce produit est nul et pour x > 0 :

( fa,λ∗ fb,λ)(x) =
∫

R

λa

Γ(a)
(x − t )a−1 e−λ(x−t ) 1x−t>0

λb

Γ(b)
t b−1 e−λt 1t>0 dt

= λa+b

Γ(a)Γ(b)
e−λx

∫ x

0
(x − t )a−1 t b−1 dt

= λa+b

Γ(a)Γ(b)
e−λx

∫ 1

0
(x −xu)a−1 (xu)b−1 x du

=
(

λa+b

Γ(a)Γ(b)

∫ 1

0
(1−u)a−1 ub−1 du

)
︸ ︷︷ ︸

=C

xa+b−1 e−λx

Ainsi, ( fa,λ∗ fb,λ)(x) =C xa+b−1 e−λx 1x>0. Comme c’est une densité de probabilité, on a nécessairement

C = λa+b

Γ(a+b) et donc X +Y suit la loi Γ(a +b,λ). De plus on en déduit la relation :

λa+b

Γ(a)Γ(b)

∫ 1

0
(1−u)a−1 ub−1 du︸ ︷︷ ︸

=B(a,b)

= λa+b

Γ(a +b)

Γ(a)Γ(b) = Γ(a +b)B(a,b)

Proposition (formule de Stirling).

n! ∼p
2πnn+ 1

2 e−n

Démonstration. Soient (Xi )i>0 des variables aléatoires i.i.d. de loi E (1) et posons Sn = X0 + ·· · + Xn .
D’après le lemme, Sn suit la loi Γ(n +1,1). D’après le théorème central limite :

Sn − (n +1)p
n +1

L−−−−−→
n→+∞ N (0,1)
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Par le lemme de Slutsky 1 :

Yn = Sn −np
n

=
p

n +1p
n︸ ︷︷ ︸

→1


Sn − (n +1)p

n +1︸ ︷︷ ︸
L−→N (0,1)

+ 1p
n +1︸ ︷︷ ︸
→0


L−−−−−→

n→+∞ N (0,1)

Cherchons la loi de Yn . Soit f une fonction mesurable bornée :

E
[

f (Yn)
]= ∫

R
f

(
x −np

n

)
1

n!
xn e−x 1x>0 dx

=
∫

R
f (y)

1

n!

(
n + y

p
n

)n e−n−y
p

n 1{y>−pn}

p
n dy

=
∫

R
f (y)

nn+ 1
2 e−n

n!

(
1+ yp

n

)n

e−y
p

n 1{y>−pn}︸ ︷︷ ︸
=gn (y)

dy

Donc Yn admet pour densité gn(y) = an hn(y) où :

an =
p

2πnn+ 1
2 e−n

n!
hn(y) = 1p

2π

(
1+ yp

n

)n

e−y
p

n 1{y>−pn}

D’un côté, comme Yn
L−→N (0,1), on a

∫ 1
0 gn(y)dy → ∫ 1

0
1p
2π

e−
y2

2 dy . D’un autre côté, pour y ∈ [0,1] :

hn(y) = 1p
2π

e
n log

(
1+ yp

n

)
e−y

p
n = 1p

2π
e

n

(
yp
n
− y2

2n +o
( 1

n

))
e−y

p
n = 1p

2π
e−

y2

2 +o(1)

où le o(1) est uniforme 2 en y ∈ [0,1]. Par conséquent :∫ 1

0
hn(y)dy −−−−−→

n→+∞

∫ 1

0

1p
2π

e−
y2

2 dy

Donc an tend vers 1.

Référence

— GARET et KURTZMAN, De l’intégration aux probabilités. C’est un exercice du chapitre où se trouve
le TCL.

1. si Xn tend en loi vers X et si Yn tend en probabilité vers c constante déterministe, alors (Xn ,Yn ) tend en loi vers (X ,c). Je
mets ce résultat dans le plan et je ne le montre pas dans le développement.

2. reste de Taylor–Lagrange + compacité de [0,1].
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