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Lemme (Borel-Cantelli). Sila série).,P(A,) est finie, alors P(limsup A;) =0

Démonstration. En une ligne :
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Lemme. Sipour toute >0, lasériey.,P(|Y,, — Y| > ¢) est finie, alors Y, tend vers Y presque sirement.

Démonstration. Posons A,y ={|Y, - Y| > 2‘k}. Alors par le lemme de Borel-Cantelli, P(limsup,, A, )
est nulle, pour tout k. Ainsi :

VkeN, {INeN, Vn =N, |V, - Y| <2 %} ps.
Or, une intersection dénombrable d’événements p.s. reste p.s. ! donc:
{VkeN, INEN, Vi > N, [V, - Y| <2 "} pas.

D’ou Y;; — Y presque stirement. O

Théoréme. Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires réelles L2 deux a deux non corrélées telles que
sup; Var(X;) est fini. Posons S, = Xj +---+ Xy, alors :

S, —E(Sn) ps
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Démonstration. Posons M = sup; Var(X;). Quitte a poser Xl’ = X;—E(Xj), on peut supposer que E(X;) =0.
Par linéarité, E(S,) = 0, montrons donc que 87” tend vers 0 presque sirement. Pour cela, calculons la va-
riance de S—rf :
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S,
Var(=2) . - .
7= < 24, qui ne donne pas une série finie.

Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, P(|32] > ¢) <

£
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On considere alors la suite extraite n—"z : P(I # | > 5) quile terme général d'une série convergente.
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Par le lemme, on obtient que LZ tend vers 0 presque slirement.
Posons p = p(n) = |/n)? Alors pour tout n >4, n— p < 2|vn] <2y/n et n— p < p. En effet, par

définition de la partie entiere :
vn<|Vnl+l=n<p+2|Vn]l+1=n-p<2|Vn]

Par ailleurs, 2| /7] < |v/7)? car n > 4, d’oil le résultat annoncé.

1. car une union dénombrable d’ensembles négligeables reste négligeable.
2. ce passage est faux dans [GK].
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Soit Dy,p = Xp+1 + -+ + X,. Montrons que 7’” - S—rf tend vers 0 presque slirement. On écrit :
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On calcule alors la variance de 87” - S—’f en remarquant que Cov(Sy, Dy, ) =0:
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On reconnait le terme général d'une série convergente, on procéde alors comme précédemment : on
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applique l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev puis le lemme et on en déduit que 7’7 — 57” tend vers 0
presque stirement.
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Comme p(n) tend vers l'infini, que p(n) est croissante, et que la suite nizz tend vers 0 presque siire-
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ment, alors 2% tend vers 0 presque stirement. Par conséquent, 32 = 22 — (22 _ 51 tend vers 0 presque
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stirement. O
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