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Théoreéme 1 (Cochran). Soit X un vecteur gaussien d’espérance nulle et de matrice de covariancel;. On
considere E, & --- ® E, une décomposition de R? en sous-espaces orthogonaux de dimensions respectives
di,...,dy. Alors les projections orthogonales Pg, (X),..., Pg, (X) sont des vecteurs gaussiens indépendants.
De plus, pour touti€{l,...,r},

I1Pg, COI* ~ x*(di)

Démonstration. Soit %; = (e;1,...,€; 4,) une base orthonormée de E; et notons Y; ; = (X | ¢; ;). Alors
B = (AB,...,%,) est une base orthonormée de RY et les (Y;,;) sont les coordonnées de X dans cette
base. Soit Q € O, (R) la matrice de passage de % a la base canonique. En notant :
Yia Y
Yi=| : Y=\ :
Yia Y,
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on en déduit que Y = QX suit laloi A(0, Q1,'Q) = A4 (0,1,). Donc les (Y;,;) sont des variables aléatoires
gaussiennes centrées réduites indépendantes. Or comme :

d;
Pp,(X)=) Y e
j=1

on obtient que Pg, (X),..., Pg, (X) sont des vecteurs gaussiens indépendants. Enfin, en prenant le carré
de lanorme: .
2\ 2 2
1P, (X117 = Zl Y~ %)
]:
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Théoreéme 2 (Fisher). Soitv une loisur{l,...,q} telle quev(j) >0 pour tout j et soit (X;);>1 une suite de
variables aléatoires i.i.d. de loiv. Notons :

n 4 (N, j—nv(j)*
Ny = lix;=j T, = -
ChP ,Zl nv(j)
Alors :
<

n—+oo

T, Y (g-1)

Démonstration. Soit Y; = (1x,=1,...,1x,=¢) €tsoit S;, = Y1 +---+ Y, = (Ny,1,..., Np 4). On remarque que
les (Y;) sont des variables aléatoires i.i.d. de méme espérance E(Y}) = (v(l), e v(q)). Notons I' la matrice
de covariance de Yj. Par le théoreme central limite multidimensionnel :

Sp—nE1) <«
Vn n—+oo

ol Z suitlaloi A(0,T). Par le théoréme de 'image continue :

Zn=

a 72 . a 7?2
) <
Tn= 3 505 e & yi = IDZI D=
j=1vu j=1




Il reste a montrer que |DZ 1% suit la loi XZ (g—1). Remarquons que DZ est un vecteur gaussien centré de
matrice de covariance DI 'D. Calculons les coefficients de I :
I;j=Cov(lx=i1x=})
=E(lx=;1x=j) ~E(x=) E(x=))
=6;;v(i)—v(@Dv(j)
= V(@) (61— VVOVVD) V()

Notons ¢; j = 8;,; — Vv(i)y/v(j) et C la matrice des (c;, j), de sorte que DT 'D = C. On remarque que :

vv(l)
I,-C= (\/v(i)\/v(j)), =vlh, v= : unitaire
i,j .
VVv(q)
Ainsi, I; — C est la matrice de projection orthogonal sur Vect(v). Donc C est la matrice de projection

orthogonale sur Vect(v)*. Le vecteur DZ a donc la méme loi que la projection orthogonale d’un vecteur
gaussien centré réduit sur Vect(v)*. Par le théoréme de Cochran, | DZ||? suit la loi y?(q - 1). O
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