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On note T = R/27Z.
Soit f € L?(0,27). On considére ’équation différentielle avec conditions de
bord périodiques :

u(0) = u(2m)
On cherche des solutions faibles, i.e. on cherche u € H'(T) telle que V¢ €
HY(T), 37 ('8 +ud) =[5 fo.
Théoréme 1

Soit T: L*(T) — L*(T)
f — Tf

ou Ty est la solution faible associée a f. Alors T = ex f, ot e(x) = %e‘lz‘ +
ﬁ cosh(z).

Lemme 1 Notons (c,(g)) les coefficients de Fourier d’une fonction g. Soit u €

HY(T). u est solution faible de (1) ssi Vn € Z,c,(u) = 51(7{2)

Preuve : On recherche u € H'(T) telle que V¢ € H(T), OQW(u’(b’ +ug) =

0% fo,ie Vo € HY(T), 02“(u’$+ ug) = fOQ” f¢. Comme u € HY(T), u est

somme de sa série de Fourier et la convergence est normale. De plus, ¢, (u’) =
incy (u).



Donc

Vo € H' (T), Z Cn(u/)cn(ﬁb/) + Z cn(u)en(9) = Z cnl(f)en(9),

neZ nez nez

d’ou

S+ n2)en(u) = ealf))en(@) = 0.

ne”Z

Ceci étant vrai pour tout fonction ¢, en prenant ¢(t) = e, on obtient que
Vn € Z,(1+n?)c,(u) = ¢, (f). Ainsi, 'unique solution est donnée par

u(z) = % 101({1 ) eine. 2)

Cette fonction est bien définie car % < Mu%, donc >’ % < oo. Ainsi,
(2) définit bien une fonction continue. Il reste a voir que u ainsi définie est bien

dans H'(T). Comme par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

|incn ()] N 244 2\4
ZW < (Z(m) )2(Z(Cn(f) )2 < C|fl]2s
neZ nez neZ

ott C est une constante strictement positive. Ainsi, (2) définit une fonction C?.

Ceci conclut car CY(T) ¢ HY(T).
Preuve théoréme : A présent, définissons e par

inx

e(z) = Z 16_'_7712.

ne”Z

Alors, ¢, (Tf) = cn(e)en(f) = cn(e * f). Par injectivité des séries de Fourier,
Ty = ex f, dés lors que le produit de convolution a bien un sens. De plus, si e
est une distribution, e est solution élémentaire de —4( + dg, i.e. e est solution
de —e” 4+ e = §y. En se restreignant & RT* et R™*, ¢ est solution de ¢’ = e.
Dongc, il existe des constantes «, 3, A, p1 telles que e(z) = ae® + Be=% sur R et
e(z) = Ae® + pe™® sur RT—*. Il s’agit alors de voir quand la fonction recollée
sur R vérifie —e” + e = §y. Par la formule des sauts, on a ¢’ (z) = e(z) + (o +
B+A+u)dy+ (a—B+A—p)dy, dota—A=1et f—p=—1.

Ainsi, il existe des constantes a,b telles que e(x) = %e*m + ae® + be™”.
Quitte a changer les constantes, on peut écrire

1
e(z) = ie—lw\ + acosh(z) 4+ bsinh(z).

Par parité de la solution sur [—, 7], on a nécéssairement b = 0. De plus, comme
la solution définie par (2) doit étre de classe C, on a nécéssairement ¢’ (27) = 0.
Un calcul conduit & a = ﬁ

Remarque : On peut montrer que l'opérateur de L?(T) dans L?(T) qui a
f associe la solution de (1) est un opérateur compact.



