7 Inégalité isopérimétrique
ref : ZQ)

THEOREME 7.1 Soit ¢ une courbe fermée simple de classe C* du plan euclidien R?. On pose
A= %l Jx xdy — ydz| (qui correspond & Uaire enfermée par ¢ (via Jordan + Green-Riemann)).
Alors on a Uinégalité dite isopérimétrique :
l2
A< —
~ 4r
avec égalité si et seulement si ¢ est un cercle.

PREUVE.

Quitte a effectuer une dilatation de I'espace (z,y) — (6z,dy) qui transforme [ en 8l et A en
02 A, on peut supposer [ = 2m. On se raméne donc a montrer que A < 7.

On paramétre ¢ par longueur d’arc : y(s) = (z(s), y(s)) est définie sur [0,27x], v(0) = v(2n),
de classe Cl et ||¥/(s)|| =1, Vs € [0,27]. On'obtient a partir d’un paramétrage quelconque (une
immersion) f(t) en posant s(t) = fot | f/(u)||du. Alors s est C!, sa dérivée est strictement positive,
c’est donc un C!- difféomorphisme sur son image et donc s +— f(t(s))) est un paramétrage par
longueur d’arc. Quitte a parcourir ¢ dans I'autre sens, on peut retirer les valeurs absolues dans
la formule de 'aire.

On remarque, du fait que x et y sont périodiques que :

27 2r
A=3 [ @) - s 6Dds = g [ 6 (s)ds = im < 7,7 >

ou le produit scalaire est le produit L? : 1 7gg—fr.

On développe 7 en série de Fourier avec ¢,(y) = 21—” f(s)e"™*ds. Comme f est C', on a
cn(f') = incy(f) par intégration par parties. La formule de Parseval (7 et 4/ sont L? car continues)
donne alors :

A=Y len(x)*n
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Mais on a aussi : [ |7/ (s)|*ds = 2m, ce qui donne d’aprés Parseval :

Y nPlea(n)P =1

neZ

L’inégalité n < n? donne alors A < 7.

Sion a égalité : A = m, alors toutes les inégalités précédentes sont des égalités. En particulier,
I'inégalité n < n? étant stricte pour n # 0, 1. Seuls ¢g et ¢; sont non nuls. Donc ¢ est le cercle
de centre ¢g et de rayon |c1| = 1 car le paramétrage est a vitesse 1.

Réciproquement, pour un cercle on a bien Pégalité : [2 = (277)? = 4nnr? = 47 A. O

Legons concernées : Séries de Fourier, étude métrique de courbes, méthode de calcul d’inté-
grales.



